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CHAPITRE PREMIER 
Les latex et leur coagulation 

Préliminaires. 

1 . Parmi les nombreuses substances colloïdales naturelles, le caout- 
chouc et la gélatine' sônlreelles qui tiennent la : plus grande place dans 
l’industrie ; le caoutchouc possède des propriétés d’élasticité et de 
résistance mécanique, qu’on sait faire varier en toutes proportions 
suivant les besoins et qui en font une matière qui n’a réellement pas 
de succédanés. Aussi, en dehors des produits ajoutés au caoutchouc, 
telles que les factices, pour en diminuer le prix de revient et aussi 
pour obtenir des qualités différentes; dont la quantité ne peut dépasser 
une certaine proportion, le caoutchouc est-il toujours nécessaire pour 
former la base des mélanges et toutes les tentatives faites pour y substi- 
tuer un autre corps sont-elles restées sans résultat. 

L’intérêt que trouveraient les industries chimiques à s’affranchir de 
cette matière première, qui n’est récoltée que dans les régions tropir. 
■cales et dôiit le prix de revient a été à/cer laines époques excessi- . 
vement élevé, a poussé les chimistes vers la synthèse du caoutchouc 
qui a été réalisée aujourd’hui, au moins au laboratoire, de bien dès 
manières différentes. 

Le réemploi des déchets de caoutchouc, après régénération plus ou 
moins complète de ses propriétés d’origine, est également une question 
qui. a été travaillée et elle est éntréè depiiis léngtempi dans là pratique 
.'courante.. ; " . '• ' ^ 'i 

■ Lee résultats . ainsi obtenus,* tant/ dahs lai. synthèse que dans la ' 
régénération du caoutchouc, né pouvaient être atteints qu’avec une 
connaissance assei complète .des propriétés physico-chimiques de la 

. .. Baît. —, Caoutchouc. ■ .. v -' " rj i,'..;.' 
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substance naturelle qu’il s’agissait de reproduire ou de reconstituer. 
L’étude de ces propriétés a beaucoup aidé à la compréhension de la 
notion de la colloïdité et à sa généralisation à d’autres corps que ceux 
capables de se produire et d’évoluer dans des mili eux conducteurs de 
l’électricité, où les théories d’ionisation et d’électrisation superficielle 
semblaient suffisantes pour résoudre tous les problèmes. 

Aussi à côté de l’impor lance considérable de l’industrie du caout- 
chouc qui suffit b rendre son élude extrêmement utile, le bénéfice à 
en tirer est-il accru parles conséquences générales .qui. s’en peuvent 
déduire dans l’application à d’autres industries connexes telles que 
celle des matières isolantes. 

2 , Le point de vue spécial que nous avons à envisager dans ce 
livre est celui de la colloïdité et nous n’aurons à nous occuper que 
des caractères colloïdaux du caoutchouc, de la fonction qu'ils rem- 
plissent dans la dissolution, la vulcanisation, etc. ; nous ne traiterons 
donc pas la question d’ensemble qui a fait l’objet de nombreux et 
d’excellents traités que là présente monographie ne saurait prétendre à 
remplacer. La question complète de l’industrie du caoutchouc est 
extrêmement touffue ; elle s’étend depuis, la culture des arbres pro- 
ducteurs de latex jusqu’à l’obtention des objets manufacturés si divers 
où le caoutchouc trouve son emploi ; presque chaque application : 
pneumatiques, chaussures, ébonite, etc ., peut faire à elle seule l’objet 
d’un volume bien rempli. Notre étude ne doit pas comprendre toutes 
ces matières pour lesquelles nous renvoyons le lecteur aux ouvrages 
généraux et spéciaux qui le renseigneront complètement sur la cul- 
ture des arbres à caoutchouc, le traitement des latex et applications 
industrielles du caoutchouc (’). Le programme que nous suivrons est 

(*) Parmi le» nombreux ouvragos Imitant du caoutchouc, onpeutcitor : 

E. Ghapol, Le caoutchouc. Marchai ot Billard, Paris, i8ga. 

H. Jumelio, Les plantes à caoutchouo et et gulta, Paris, jgoa. 

Soeligmnnn, Lntny-Turrilhon ut Falconnot, Le caoutchouc il la gutla-percha , Fritsch, 

, Pans, iqo0. 

G.- 0 . Weber, The Chemistry of India Rubber, 3 e Al., Griffin et G 4 *, Londres, 1909. 

.. A. Heil et W. Esoh, Fabrication du caoutchouc, traduit par E. Aokerm&nn, Béranger, 
Paris, 1909. 

A. Fayol, Le caoutchouc, Béranger, Paris, 1909. 

E. Tassilly, Caoutchouc et gutla-percha, O. Dois, Paris, igxi. ' 
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à la fois plus général et plus restreint et bien que nous nous propo- 
sions de parler de la coagulation des latex, de la dissolution, des 
mélanges, de la vulcanisation, de la synthèse et de la régénération, 
c’est-à-dire de presque tout ce qui concerne le caoutchouc, nous 
n’aborderons chacun de ces sujets que sous le seul point de vue 
colloïdal ; on n’a pas encore fait ressortir d’ensemble l’extrême intérêt 
qu’il présente, non pas seulement pour les savants, mais pour les 
praticiens qui se croient trop souvent liés par des formules et des 
procédés que l'usage a enseignés et qui n’en peuvent sortir que diffici- 
lement par suite de l’absence 
des notions générales, d’un 
acquit d’ailleurs récent, qui 
unissent ces procédés entre 
eux et fournissent souvent le 
fil conducteur permettant de 
passer de ceux-ci à d’autres. 

Généralités . 

3. Les arbres à caoutchouc 
qui produisent un latex de 
qualité convenable pour l’ex- 
ploitation sont d’espèces assez 
diverses 4 Ils appartiennent à 
six familles botaniques prin- 

cipales : mphorbiacées, arto- Fig; .. - Hovca Bro.ili.Ml., 

carpées, apocynacêes, asclépia- 

dées, sapotacées et moracées. Ils ne donnent pas tous des produits de 
même qualité. 

Les euphorbiacées sont les plus remarquables par le genre Iievea et 
spécialement Yhevea brasiliensis dont on lire le caoutchouc dit 

P,' Schidroiyiti, Rubber, M.ethuen ot G l# , Londres, ign.. \ • -, • - '■ - 

. L. Ventou-Duolaux, Les caoutchoucs artificiels, Dunod, Paris, rgia. 

' A.. Dübosc et A. Luttringor, Le caoutchouc, sa chimie nouvelle, ses synthèses, A.-D. Gillard, 

" ■'Paria, igi3. 

R. de Fleurj, Technologie du caoutchouc souple, Diinod, Paris; ig?ô. ’ 
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Vozwort zur ersten Auflage. 

Die Veranlassung zur Niederschrift dieses Bûches entsprang einen 
persônlichen Bedürfnis. Urspriinglich war das Material für den eigene] 
Gebrauch bei Untersuchungen ùnd VorleSungen gesammelt, um da 
dauemde Nachscblagen in den verschiedensten Lehrbüchera zu ei 
spareru Aïs ich mich dann auf das Zureden befreundeter Fachkollegei 
hin entschloB das Vorhandene nach Môglichkeit zu ezgânzen und il 
die Form eines Bûches zu bringen, glaubte ich, daB das von mi 
Gesammelte auch für andere niitzlich sein kônnte. Es schwebte mi 
dabei als Idéal vor, ein Buch zu verfassen, das als theoretisches Analogo: 
zu dem bekannten Bûche von Kohlrausch aufgef&Bt werden kônnte 
Je weiter ich mit der Bearbeitung des Materials fortschritt, um si 
deuüicher wurde mir freilich, daB sich dieses Idéal zunachst nich 
würde erreichen lassen, und daB es in mancher Richtung besser ge 
wesen wâre, wenn dieses Buch nicht von einem, sondem von mehrerei 
Physikem und Mathematikern geschrieben würde. So verlockend e 
gewesen ware auf diese Weise etwas Vollkommenes in die Wege zi 
leiten, so habe ich doch endgültig davon abgesehen die Aufgabe zi 
teilen, in der Erwâgung, daB ein Buch, das für den prakdschen Ge 
brauch der Physiker bestimmt ist, auch wenn es wesentLich Mathematü 
enthàlt, nur von einem Physiker verfaBt sein dar^ und daB bd eine 
Verteilung der Aufgabe auf méhrere Mitarbeiter die Homogenitat zi 
sehr gelitten hatte. Ich hege die HofEmmg, daB, nachdem dàs Bucl 
einmal in einem bestimmten Charakter geschrieben vorliegt, zu eine 
spâteren Zeit durch die Mitarbeit von mehreren Fachkollegen dit 
vorhandenen Mangel ausgeglichen werden. 

Für die Auswahl des Stoffes war für mich bestimmend, daB da 
Buch ailes enthalten sollte, was der rechnende Physiker an Grund 
lagen und Methoden braücht, soweit er nicht zum Zurückgreifen au 
Spezialarbeitèn genôtigt sein sollte. Dabei ist grundsâtzlich, um dei 
Umfâng des Bûches zu besdiranken und aus andem naheliegendei 
Gründen ailes fortgelassen, was als „ trivial" bezeichnet werden dai 
und waS sich in handlicher Form vereinigt in vorhandenen Formel 
sammlungen z. B. der von Bürklen (Sammlung Gôschen) vorfîndel 
Andrerseits ist nach oben eine bestimmte Grenze snicht gezogen, vie! 
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Vorwort 


mekr môglichst ailes an Mathematik beriicksichtig^ was nach meinem 
Urteil fur die Behandlung physikalischer Problème bisher verwandt 
woiden ist oder Ausàcht auf Verwendung bietet 

Die Darstellung bringt fast durchweg nur die Definitionen der 
Grundbegriffe, die Ansatzbildungen und die Resultate. Beweise sind 
nur an einzelnen Stellen angedeutet. Die Bezeicbnungen schlieûen 
sicb nach Môglichkeit den üblichsten an. Hier eine bestimmte Aus- 
wahl zu treffen war oft schwierig. Zu Abweichungen vom Üblichen 
war ich in einzelnen Fâllen gedrangt, um die Darstellung einheitlicher 
zu gestalten. 

Dem rein mathematischen ersten Teil schlieût sich ein physi- 
kalischer an. Dieser zweite Teil sollte ursprünglich nur eine Samm- 
lung von Anwendungsbeispielen des ersten enthalten. Ich habe ihn 
soweit ergânzt, daû er in sich eine gewisse Geschlossenheit besitzt. 
In ihm sind die Grundbegriffe der theoretischen Physik bzw. deren 
mathematische Formulierung und B egriffsbildung dargestellt 

Besonderes Gewicht habe ich auf die Vektor- und Tensorrechnung 
gelegt Ich halte diese Disziplin für eines der allerwichtigsten mathe- 
matischen Hilfsmittel des Physikers. Ich bin der Ansicht, daû sie 
wegen ihrer groûen Anschaulichkeit mehr ist als eine kürzere Schreib- 
weise und daû ihre eingehende Ke nntnis gleichzeitig die Vertraulheit 
mit anderen wichtigen mathematischen Disziplinen, wie Invarianten- 
theorie, Differenzialgeometrie usw. mit sich bringt, wenigstens soweit 
diese für die Physik von Bedeuttmg sind. Dementsprechend habe ich 
mich in der Darstellung der physikalischen Grundlagen in einem 
hôheren Maûe als meist üblich der Vektoren- und besonders der 
T eus or enr e chnung bedient 

Ich übergebe das Buch der Offentlichkeit mit groûen Bedenken, 
hofie aber, daû es sich trotz vieler Mângel als nützlich erweisen wird 
und daû die Fachkollegen bemerken werden, daû das Game nicht 
bloû dur ch Zusamm eu schreiben ans den verschiedensten Lehrbüchem 
êntstandeh ist, sondem daû auch an vielen Stellen Ergebnisse eigener 
Bemühungen eingestreut sind. Ich habe einer grôûeren Anzahl von 
Kollegen für ihre Hilfe zu danken, die sie mir teils dur ch kleinere 
Beitrage, teils dur ch Beratung, teils dur ch Durchsicht des Manuskriptes, 
sowie der Korrekturen geleistet haben. Besonders danke ich den 
Herren Courant, Baule, Landé, Epstein, Bessel-Hagen, Brody 
und Gôtze. 

Frankfurt a. M, September 1922. 


Erwin Madelung. 



Vorwort zur zweiten Auflage. 

Die vorliegende zweite Auflage unterscheidet sich von der ersten 
durch eine Reihe von kleineren Korrekturen teils sachlicher, teils 
stilistischer Art, sowie durch einige Zusâtze. Solche Zusâtze betreffen 
n, a.: die Verwendung einer Greenschen Funktion, Randwertauïgaben, 
Tensoranalysis, Théorie des KreiselSj allgemeine Relativitatstheorie und 
Quantentheorie. Der Charakter des Bûches ist im iibrigen unverandert 
geblieben. Auf einen /Von mathematischer Seite geâuBerten Wunsch 
hin wurden einige Umstellungen in der Reihenfolge der Kapitel vor- 
genommeru 

Ich danke allen Kollegen, die mich durch ihre Kritik auf Schwàchen 
und Vers eh en in der ersten Auflage aufmerksam gemacht haben. 

Im besonderen danke ich den Herren Kollegen Courant- Gottingen 
t md Lanczo s- Frankfurt für ihre Unterstützung beim Les en der Kor- 
rekturen. 

Frankfurt a. M., Juli 1925. 

Erwin Madelung. 
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Einleitung. 

Dem ■ rechnenden Physiker, im speziellen dem „Theoretiker“ 
bieten sich die Problème zumeist in derForm, dafi er von mehr oder 
weniger einfachen Voraussetzungen ausgehend unter Verwendung ge- 
gebener Gesetze die Konsequenzen sucht 

Es handelt sich hierbei zunâchst darum, die Voraussetzungen zu 
formulieren, d. h. in mathemaiischer Form auszudrücken. Hierfür 
konnen keine Vorschriften gegeben werden. Nâchst der Konzeption 
des Problems ist die Formulierung der Teil der Arbeit, der die grôfite 
Anforderung an die spezifischen Qualitaten des Forschers stellt Das 
wèitere ist Sache des mathematischen Kônnens bzw. Wissens. Es 
ist, soweit nicht neue Methoden gefunden werden müssen, etwas Hast 
Handwerksmâfiiges. Zum Schlusse folgt wieder die Übersetzung des 
mathematisch gefundenen Ergebnisses in die physikalische Denkform. 

Zwei Dinge sind dabei besonders zu beachten. Erstens muB in 
der Regel das Problem so weit vereinfacht werden, daB die mathe- 
matischen Hilfsmittel zur Bewâltigung ausreichen. Eine Übersicht 
über die Methoden und deren Tragweite ist daher unbedingt erforder- 
lich. Sie kann nur dujrch das Studium fremder Arbeiten, sowie dur ch 
Erfahrung bei eigenen Bemühungen gewonnen werden. Zweitens muB 
eine éingehende Betrachtung darüber angestellt werden, bis zu welchem 
Grade die Vereinfachung der Voraussetzungen deh Wert des Resul- 
tates beeintrachtigt Ohne eine derartige Kritik bleibt der Wert jeder 
theoretischen Untersuchung zweifelhaft ^ 

Die Form der Lôsungen, wie sie die üblichen mathematischen 
Hilfsmittel geben, ist durchaus nicht immer unmittelbar verwendbar. 
In denjenigen Fàllen, in denen das Ergebnis praktisch verwertet 
werden soll, ist es 'nôtig, daB bei zahlenmâBig gegebenen Voraus- 
setzungen auch eine zahlenmâBige Auswertung des Résultats mit der 
erforderlichen Gënauigkeit in hinreichend kurzer Zeit durcbführbar ist 
Daher ist es wünschenswert, daB môglichst nur solche funktionale 
Abhangigkeiten im Résultat steheh, welche mit Hilfe der niederen 
Rech e n operationen und mit Benutzung von vorhandenen Funktions- 
tabellen berechnet werden , konnen. Andemfalls müssen die Hilfe- 
mittel der sogenanhten „praktischeh Analysis <t , d h. graphische und 
numerische Methoden, benutzt werdem Auf diese, Methoden ist in 

Hadelang, Math. HOfunlttal. a.Aufl. . . 1 ' 


* Einleitung. 

dem vorliegenden Buch nicht eingegangen, weil die nôtigen An- 
weisungen ein Zusammendrangen auf so kleinen Raum nicht gestatten. 
Es sei hier verwiesen z. B. auf die Lehrbücher: Runga-Kônig: Nu me- 
nsches Rechnen (Berlin: Julius Springer); Bruns: Grundlinien des 
wissenschaftlichen Rechnens (Leipzig: B. G. Teubner); y. Sanden: Prak- 
tische Analysis (Leipzig: B. G Teubner); Whittaker -Robinson: The 
calculus of observations (London: Blackie and Son), und viele andere 



Erster Abschnitt. 

Algebra. 

A. Lineare Gleichungssysteme 1 ). 

Die allgëmeine Form für n lineare Gleichungen mit « Un- 
b'ekannten ist 

«11 x i + «ia #9 + • • ■ + «m x n = 

«91 X l + «99 X 9 + • • • + «an X n == h 

«ni *1 + ««9 *9 + ‘ * * + «nn *n = K 

oder abgekürzt geschrieben 

Ja ( ,*, = S, (*■-<. 2,...,n). 

is=l 

Deutet man die GrôBen aïs Komponenten eines Vektors B im 
«-dimensionalen Raum und ebenso die x i aïs Komponenten eines 
Vektors j, so ist (i) symbolisch zu schreiben dur ch 

St 5 *= B . 

Z bedeutet hierbei einen w Tensor“, der die Zuordnung der Vektoren 
j nnd B definiert , 

1. Sind aile 0, so heiût das Gleichungssystem homogen. 
Homogène lineare Gleichungssysteme haben dann und nur dann 
ein von 0 , verschiedenes Lôsungssystem d. h. 2J «<» £* == 0 für 

mindestens ein =j= 0> wenn die Déterminante der Koeffizienten 

«Il «14 * * ' «1* 

«41 «94 • • ■ «9n 

«ni «n4 ’ * ’ «nn 

ist Das Lôsungssystem ist dann bis auf einen Faktor besti mm t durch 
fi : : • ■ • : f B .= A {1 • A ia : ... : A fn , wo.il lk diè Unterdeterminanten (vgL 

. *) Betreffs der vektoranalytischen Begriffe ygl. S.l52ff. • 
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Lineare Gleichungssysteme. 


S. 7) zu a ilt sind und i ein beliebiger Index (» — 4 , oder i — 2 , ...) ist 

für mindestens ein , 4 <fc =J= 0 . n — Z unabbàngige Lôsungssysteme £% 

(h = 4 , 2 , ...,» — Z) liegen vor, wenn | a ik | vom Range Z < n ist, 

d. h. wenn nicht aile Unterdeterminanten Z-ten, aber aile hôheren 

Grades verschwinden. Jedes System linearer Kombinationen ^ c h ij * 

h 

mit beliebigen ist wieder ein Lôsungssystem. 

Das Verschwinden von | a ik \ bedèutet, daû, wenn j beliebige 
Werte annimmt, St j immer in einer Ebene (n — 4)-ten Gradés liegt, 
speziell in einer solchen Z-ten Grades, wenn | a ilt \ vom Rang Z < n ist 
Für jedenVektor j senkrecht zu idieser Ebene wird St J = 0 . 
Das transponierte homogène Gleichungssystem (entstanden durch 

/wf , 

Ersetzung von a ih durch a k J hat ebenso vièle Lôsungssysteme £* wie 
das ursprüngliche. 

N p.nn p.Ti wir den durch Transposition gebildeten Tensor SI', so 
wird (B St ï) = (j St' B) (vgl. S. 463). 

2. Inkomogen heifit das Gleichungssystem, wenn nicht aile 
6^ = 0 sind. 

Fall sl Ist | a it | =f= 0 , hat also das zugehôrige homogène System 
keine Lôsung, so hat das inhomogene System ein und nur ein Lô- 
sungssystem 


(3) 


| 


( & 1 fc + 6 9 + * * 0 = 




(vgl. S. 40 ). 

j sind die Komponenten des reziproken Tensors St -1 (vgl. S. 4 64) 


2t£ = 6; ï = sr 1 B. 

Fall b. Ist | a i1t \ = 0, hat also das zugehôrige homogène System 
Lôsungssysteme, so ist das inhomogene System im allgemeinen nicht 
lôsbar, sondem nur dann, wenn die n — Z Bedingungen 


(4) (*=1,2 »-J) 

erfullt sind. Die allgemeine Lôsung des inhomogenen Systems be- 
steht dann aus einer Lôsung des inhomogenen Systems, vermehrt um 
die » — Z unabhângigen Lôsungen des homogenen Systems. 

Hat die homogène Gleichung die Lôsungen bzw. die trans- 
ponierte die Lôsungen also St' = 0, so inuû sein: (îSfj A ')=»0 
= St î) = (f A ' 6) = 0 . Die ï h ' sind also Vektoren, die auf der 
Z-dimensionalen Ebene, in der aile St £ liegen, senkrecht stehen. 


Ein wichtiger Fall 

ist folgender: Gegebeii sei ein System inhomogener linearer Gléi-, 
chungen in der Form : 


Lineare Gleichungssysteme. 
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( a xx ~~ X) x i + a 19 * 9 + ...+ «!„*„ = &! 

(5) «M*1 + («99 - X)x a + . . . -f a 9 n x n = h 

a nl X l+ a «9^9 + ••• +(««»— t)*n — K 

wobei die a ifc reell angenommen und a <fc — a kl seL Abgekürzt ge- 
schrieben 

-|7 a i* X k~ Xx i = b i (*’ =4*2,...,»). 

Das zugehôrige homogène System 

^ ^ == O (* ~ 1, 2j ...j s) 

b 

hatnur Losungen, wenn X eiaen der« (reellen) (vgl. S. 9) Werte Xj(j = i, 
2 , ...» ») annimmt; welche sicb durch Nullsetzen der Déterminante 


(*U~ 

X) a xi‘” 

*i« 



fl 91 

(*99 X)- • 

' ‘ *9» 

= 0 

(„Sàkular- 

a ni 

» 

««9- 

( a nn X) 

gleichung' f ) 


als Wurzeln dieser Gleichung w-ten Grades ergeben. Das zu dem 
„Eigenwert“ Xj gehôrige Lôsungssystem der homogenen Gleichungen 
hei£e 30 daB X^^ = 2 a ikkj' 

b ■ 

Die „Eigenlôsungen“ £ hj sind bis auf einen gemeinsamen Faktor 
bestimmt, wenn Xj eine einfache Wurzel ist Dieser soll festgelegt 
werden durch die „Normierungsgleichungen“ 

(7) ëïf + fî/ + • • • + Üi = H £*/ = *• 

h 

Dagegen gilt stets fur zwei verschiedene Xj-ipXjf 

(70 kj kf + £^£ 9 / + ••■ + hj kf ~ 0 • 

h 

Führt man statt x h und 6 fc neue GrôBen x^ und b' h èin durch die 
(orthogonale) Transformation (H avptachsentr ans formation, Entwicklung 
nach Eigeràôsungen ) 

x i = £k* x h ^ b ir ss iJkj'%> 

h . * . . 

= 2 k* x i 1111(1 U^JSkuK 


aufgelôst 
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Matrizen und Determinanten. 


Das obige inhomogene System erhalt dann die Form: 
was durch Einsetzen zur Losung 

(9) 

i l 

In Vektorrechnimg bedeutet dies folgendes: 

3tf + Aï = B; Sï = m'. 

Wir suchen Losungen lj der bomogenen Gleicbung: 

Kly — Ajtj = 0. 

Die Losung der inhomogenen Gleichung lautet dann: 

C GL9 )- 

» 

wobei die bis auf einen Faktor bestimmten Vektoren als Einheits- 
vektoren nonniert seien (GL 7). 

Da fur zwei verschiedene X k und Xg . 

(** ® V) ~ ftfc' ^ *fc) “ K (^Jk ^Jt') ~ K' ftfc V) 

ist, mufl (ï k I k ») * 0 sein (GL /). 

Anwendung: Dieser Typus von Gleicbungen wird gebraucbt 
u. a. bei der Berecbnung der Eigenschwingungen bzw. erzwungenen 
Schwingungen von Systemen mit n Freiheitsgraden. Die Xj spielen 
hier die Rolle von Eigenfrequemen ; die x t ' heiflen dann Normal L 
koordinaten. Man verwendet diese Gleicbungen auch bei derBeurtei- 
lung von Stabilitatsfragen (vgl. S. 1 99)- 

B. Matrizen und Determinanten. 

1. Definitionen. 

Ein System von m-n Zahlen a ilt ( „Elemente ,, ) ) das in einem recht- 
eckigen Schéma von m „Zeilen u und n „SpaUen'‘ geordnet ist, heiflt 
eine „Matrix". 

a xi a is • * ■ a i n \ 

agi a Si a 3S ... a 3n \ Zeile = HorizontaJreihe 
I Spalte = Vertikalreibe. 

Ist m «*= », so heiflt die Matrix quadratisch. 

Die Elemente a ilt kônnen verschiedene Bedèutung haben. Sie 
kônnen z. B. die Koeffizienten eines Systems, linearer Gleicbungen, 




Definitionen. 


7 


einer linearen Transformation, bzw. Komponenten eines Tensors 
(vgl. S. 172) sein. Ist die Matrix quadratisch, so kônnen sie die Elemente 
einer Déterminante sein. . , 

Vertauscht man in der Matrix aile a {i mit den a li , also Zeilen 
und Spalten miteinander, so heiBt die neue Matrix die „iransponierte 1 ' 
der ursprünglichen oder zu dieser „konjugierf t . 

Aus einer quadratisclien Matrix von n-ft Elementen a ilt bildet 
man ihre ^Déterminante”, indem man die sâmtlichen Produkte der Form: 

a < k ' a ? *" • • • bildet, so ^aB a ^ e und aile k,tf ... unter- 

einander verschieden sind. Die Indizes », »', i" ... und die k, H, k" ... 
bilden pînp Permutation der natürlichen Zahlenfolge 1,2,3... der 
i bzw. der k. 

Jedes dieser Produkte aus n Elementen heiBt ein „Glied“ der 
Déterminante. Die Zahl der Glieder ist gleich ni Die Déterminante ist 
die Summe dieser Glieder unter Beachtung folgender Vorzeichenregel: 
Man ordne in jedem Glied die Faktoren so, dafl die i in ihrer natür- 
lichen Zahlenfolge stehen und untersuche, wieviel Vertauschungen von 
je zwei Faktoren nunmehr nôtig sind, um die k in ihre natürliche Folge 
zu bringen. Ist diese Zabi gerade, so ist das Vorzeichen positiv, andern- 
fa lls negativ zu setzen. Die Zahl der positiven Glieder ist gleich der 
der negativen. 

Die Déterminante schreibt man abgekürzt: 

a n a i9 a J8 • • ■ a in 

(2) a *i ■ * *an = 2 ± «ai «n • • ■ fl «n = k*l- 

a nl ®«9 a ni ’ * ■ a nn . 

Eine Déterminante aus n* GrôBen heiBt „n-ter Ordnung“. 
Determinanten, die man erhàlt, wenn man aus der Matrix einer 
gegebenen Déter minant e gewisse Zeilen und Spalten streicht, heiBen 
.Minorcn" der ursprünglichen. 

Streicht man die »- te Zeile und die &-te Spalte und multipliziert 
man den entstehenden Minor mit ( — 1) <+ *, so heiBt das Produkt die 
„ Unter déterminante" von a ik (geschrieben A^. 

Entwicklungssatz: Der Wert einer Déterminante ist gleich: 

(3) I *iT,\ — = 2 a iT,^ai» 

t b 

aber es ist 

(4) 0 = £a ilt A Sk fur »=)=;. 

& 

Eine Matrix oder eine Déterminante héiJBt „votn Range r“, wenn 
sie wenigstens eine von. Null verschiedene Unterdete rmin a nt e f-ter Ord- 
nung besitzt, aber aile in ihr enthaltenen Unterdetenninanten hôherer 
Ordnung verschwinden. .. 
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Matrizen und Determinanten. 


Allgemeine Sâtze: Elue Déterminante ist =0, wenn 

1. aile Elemente einer Reihe (Spalte oder Zeile) = 0 sind, oder 

2. aile Elemente einer Reihe dieselben Vielfachen der entsprechenden 
Elemente einer Parallelreihe sind, oder 

3' aile Elemente einer Reihe dieselben linearen Kombinationen der 
entsprechenden Elemente von Parallelreihen sind. 

Eine Déterminante bleibt ungeândert, wenn 

1. man sie transponiert, d. h. aile a ils durch a lti ersetzt, 

2. man zu den Elementen einer Reihe die entsprechenden einer 
Parallelreihe bzw. ein bestimmtes Vielfaches derselben addiert 

Eine Déterminante ândert nur ihr Vorzeichen, wenn man zwei 
Reihen miteinander vertauscht 

Eine Déterminante wird mit einem Faktor multipliziert, wenn man 
aile Elemente einer Reihe mit diesem Faktor multipliziert. 


(5) 

(«) 


Différentiation. 

8 1 g l t 1 _ A 
da lk ** 

Jüf'iL = _ JLL^ 

da t xda tm 8a lm da llc } 


wenn aile a i1t voneinander unabhàngig sind. 


2. Multiplikation von Determinanten. 

Das Produkt | « lk | • | b ilt \ — \ c ifc | ist eine Déterminante, der en 


Elemente c {t in folgenden vier verschiedenen Weisen gebildet werden 
kônnen: 

(7) i. c i]t = a <;l & lfc + a <9 & afc + . 

. . jp bj j. ff-1,2,3,..., w) 

2. c ile = a il b kl + a {9 b le9 + . 

. . = J; a tJ b kj 

3- C lfc = «lAl + *9<&M + - 

• • “ £ a jt bicj 

4. c ih = a li b 11t -i-a ii b 9i -\-. 

gebildeten c i1c heifît die aus den 

Die Matrix der gemâû Vorschiift 1 

Matrizes der a ijc und b iJe „komponierte " Matrix. 


( 8 ) 


3. „Rânderung“ von Determinanten. 


Es gilt: 


^11^19 • 


fl 91 fl 99 • 

• **9n ^9 

^nl fl n9 • 

•*«»««» 

v x v 9 . 

..v n W 


f m 


Praktische Berechnung’ von Déterminantes. — Spezielle Detenninanten. ^ 

Ist im Speziellen w = i und sâmtiiche u t ' oder v k = O , so ist der 
Wert = | a iJ( | , d. h. gleich dem VVert der ursprünglichen Déterminante. 

4. Praktische Berechnung von Determinanten. 

Man subtrahiere von den Elementen der t-ten Zeile die mit — - 

multiplizierten entsprechenden Elem ente der ersten. Hierdurch wird 
der Wert von j a ilt | nicht geândert Führt man dies an allen Zeilen 
(aufier der ersten) durch, so erhàlt man eine Déterminante der Form 




a u 

*i9*is ■ 

••«1» 


&99 &9g ■ • 

■A. 



0 

^aa • 

■* \n 


(9) 

k.l- 

0 

&S9 ^88 ■ 

*• ^3n 

= «il 

^39 ^88 * * 

An 



0 

^n9 ^b3 ‘ 

•An 


^*9 &n3 * ' 

A» 


In derselben Weise reduziert man die Déterminante der b usf. Man 
erbâlt schlieBlich ein einfaches Prddukt von n Zahlen als Wert von 
|a ik |. Hierbei ist es meist vorteilhaft, Vertauschungen von Reihen 
vorzunehmen (unter Beachtung der dabei auftretenden Vorzeichen- 
wechsel) imd jeweils môglichst grofle Faktoren abzusondem. 


5. Spezielle Determinanten. 


Ist a- ile —a kV so heifit die Deterroinante symmetnsch; ist a ilt *=* — 
und daher a fi = 0 , so heifit sie schief symmetnsch (antisymmetrisch). 

Sind die a i1a konjugiert komplex zu den a bi (d. h. a ii =>u -\-iv; 
a t{ *= u — iv) und die a i{ reell, so bat die Déterminante einen reellen 
Wert ( Etrmitesche Déterminante). 

Die Gleichung n-ten Grades: 



(*11-*) *19 •* 

■ *1« 

*91 (**9 *) * * 

. *9 n 

*«1 *nB 

• (*n« “ *) 


q (Sàkulargleichung 1 ) 
fur die Unbekannte x) 


hat lauter reelle Wurzeln, falls a ilt = und aile a ilt reell sind; 
ebenso, falls die Déterminante der a i1t eine Herinitesche ist 

Die Gleicbung hat (aufier x <= Q, wenn n ungerade) lauter ima- 
ginâre Wurzeln, falls die a ile und reell und die a i{ = 0 sind. 

*) Der Name J) S&kuIargleichurLg ,<l ist sur für a <*= ûjh gebrftudüich. Sonst 

heifit die Gleichung „charakteristische Gleichuijg , “. 
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Matrizen und Déterminant en. 


Eine symmetxische Déterminante der Form: 




z_ = 


*i *a * • 

«n 

a a H - • 

ri 

<3 

^8 a i ** 

«a 

a n a x .. 

«»-i 


heifit eine Zirkidante oderi zyklische Déterminante. Ihr Wert ist gleich: 

(«— 1) (n— a) w _i 

8 U { a i 4“ a 9 GO* + û> 8 * + • • • + 0><*- 1)k ) > 


(12) Z n = ( — 4) 




wo œ 


8 xi 
^ I» 


J ist. 


6. Déterminant en und lineare Gleichungssysteme. 

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem: 

(13) (i = A,2 

d. h. » lineare Gleichungen für die n Unbekannten x h mit j a ik | =f= 0. 
Dann ist 




a u • 

* a l(fe-l) ^Kfc+l) fl ln 

( 44 ) 



* ^9 Cfc-1) ^9 ^aOe+l) ’ * * 



®«1 ®«9 * 

• a n(fc-15 K a n (*+l) ■ * ■ fl ntt 


d. h. gleich der Déterminante, die m an aus | a {h | erhâlt, wenn man 
die Elemente der k-ten Spalte durch die entsprechenden b { ersetzt, 
dividiert durch |a <h |. 

(Diese fbrmale Losung ist zur praktischen Rechnung oft wenig 
geeignet, weil die Umrechnung der Determinanten mehr Arbeit er- 
fordert als die Berechnung von x k durch schrittweise Elimination.) 

Umgekehrt kann der Wert von | a ilt | auch aus den Losungen 
von linearen Gleichungssystemen gefunden werden, wie folgt: 

Man lôse nacheinander folgende Système 

i. a llXl = i. 

2^ f ** y* *** o 

Kl *, + ^9^=1- 

. f«u*t + « 1 «y* + «u^ s =o 
3- ■ x a -f- y a -f- flj3 — 0 
. ^8 “f* ®83 y% “H ®88 *8 ™ 1 


USW. 



Kombiiiatorik. 
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Dann ist 

( 1 . 5 ) 



1 

*1 y a *, ■ ■ ■ w n ' 


Die Berechnung von Determinariten und die Lôsung von linearen 
Gleichungssystemen sind dater praktisch gleiche Problème. 


C. Kombînatorik. 

L Permutationen: 

1. Die Anzahl der Permutationen aus n verschiedenen Elementen 
ist «I = i *2 • 3 • • • n (n Fakultât). 

2 . Sind unter den n Elementen a , y usw. unter sich gleiche 

J 

Elemente, so wird die Anzahl der Permutationen — — ; — , 

H. Variationen (Kombinationen mit Berücksichtigung der An* 
ordnung): 

Die Anzahl der Variationen aus n Elementen zur r-ten Klasse ist 
ohne Wiederholung n (n — 1) (» — 2) . . . (n — r -f- 1) = ( * ) ' 
mit Wiederholung n r , 

IIL Kombinationen (Kombinationen ohne Berücksichtigung der 
Anordnung) : 

Die Anzahl der Kombinationen aus n Elementen zur r-ten Klasse ist 
ohne Wiederholung: rl(n *l f)| - (”) = („!_,) 

mit Wiederholung: (* 1 ) . 

Die hier und bei andrer Gelegenheit auftretenden 


Binomialkoefflzienten 

haben folgende Bedeutung: 

t a \ (*\ _ n(n^i)(n-2)...(n-r+i) _ ( » \_ ni 
V) Fl \n-rj (»-r)lrI* 

und befolgen folgende Regeln: 

c» O— ch 

(3) erno+c:,) 

w (::;)=(:)+C‘7 i )+( n 7 2 )+-+ti 

( 5 ) (o”)+(:)+(")+ : -;+(;)= 2 "- 
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Kombinatorik. 


Ftir grofie Zàhlen n und m wird: 

Stirlingsche Formel: 

(6) .l-fc)’V5^-(»+5= + '") 


H 



( 8 ) 


( 1 ) 




\/2 nnpq’ 


tn — np 


wobei a = 1 — p und z 

■\j2npq 

Ist n auch sehr grofi gegen m, so wird: 


(9) 


fn\ «* 
\m) = ~mî' 


Vcnecndung : Das Hauptverwendungsgebiet der Kombinatorik ist 
die W abrs cheinlichkeitsrecbnung , bzw. die statistische Mecbanik 
(s. S. I47 u. I97). 

! 

Literatur: 

Bûcher: Einfllknmg in die hühere Algebra (Leipzig: B. G. Teubner). — 
Courant-Hilbert : Methoden d. math. Phyaik I, Kap.ï (Berlin: Julius Springer). — 
Netto: Déterminante» (Leipzig: B. G. Teubner). — Pascal: Determinanten 
(Leipzig: B. G. Teubner). — - Kowalewshi : Einführung in die Determfnanten- 
theorie (Leipzig: VWV) u. a. 



Zweiter Abschnitt. 


Differential- und Integralrechnung. 

1. Dîfferentiationstabelle. 


Funktion y = f(x) 
X m 

In* 

a* 

e °® 

sin* 

cos* 

tg* 

clg* 

arc sin* 

arc cos x 

arctg* 

arcctg* 

arc sec* 

arc cosec* 

}j a* + x* 



Ableitung- 


dy 

dx 


mx m ~ x 

_1_ 

x 

a a ]na 

ae at 

cos* 

— sin * 

— K— — 1 + tg a * 

cos* x ' 

A— = — (1 + ^ g 9 x) 

sin** ■ ' 1 ° J 
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Differentiftl- und Integralrechnimg. 

2. Differentiations-Regeln. 

Es seien u und v Funktionen von x; dann gilt: 
d (u + 1>) 


dx 

d(uv) 


dx 


_ du . dv 
~dx 5 

du , dv 


dx 


, f u\ du dv 


dx 


d ri , \ du . \ dv 

d T /«Yl 1 du i dv 

dx L \t/ /J u dx v dx 


d_ 

dx 


du 

dx 


— u v =v 1 + «®ln« 


B. Umformung von Differentialausdrücken. 

Erster Differentialquotient. 


1. 


dy dx 

dx dy ’ 


2. y = F(«) md « = />(*), = 

3- «, r, . seien Funktionen von x und 

w „ x dy df du . df dv . df dw . 
y dx du dx dv dx dtv dx ' 

Logarithmische Différentiation : 

^- = logarithmische Ableitung von u. Z. B.: 


y = U‘V-w .. 
y u 1 a 1 w 1 


y- t« 


yl 

y 


« 


4- Différentiation implizit gegebener Funktionen: 

an*, y) 




5* 


8f(*, y) 


dy 


dy) 

dy dt d*y tpf y/* —y/ <p" 

dx dtp * dx 9 g/* 

~dt 


5. *«=?(*), y = y>(t); 



Umforrnung- von Differentiklaasdrücken. 
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6. z = z (x, y), d. h. z sei Funktion von x und y. 


dz 


dz 

dx 


dx -J- 

v 



heiût das totale Differential von 


z. 


Das Zeichen | v bzw. | # bedeutet, daB bei der Différentiation y 

bzw. x konstant gehalten werden solL 

Ein Ausdxuck dz = f x ( x , y) dx -J- f % {x, y) dy heifit ein totales Diffe- 

rentiaL wenn = 4^ • Dann und nur dann kann dz als Differential 
^ dy \dx 

einer Funktion z = f{x 3 y) betrachtet werden. 

7. Sei <p = <p(x,y). Führt man statt y als neue Variable 
z = z(x s y) ein, so gilt: 


und 


dtp 

dtp 

i dtp 

dz 

dx 

^Tx 

1» 9m 

• d * 


dtp dtp 

Tÿ ~ dz 



Führt man z {x, y) und w (x, y) statt x und y als Variable ' ein. 


so gilt: 



dtp 

dz 


dz_ 

dx 


' ‘ dw 



und 


dtp 

dtp 

. 8z 

, dtp 

dw 

dy 

àz 


* dw 

s 

• ~9ÿ 


Allg em ein sei (p t =ç>(x 1 ,x a ,x 8 .. .), und der Zusammenhang der 
neuen Variablen y lt y 9 , y 8 , . . . mit den alten gegeben dur ch. 

x i “ x i (^ 1 » Vz> ■••)*' 

Dann ist 



also 


mithin 


bzw. 




Vr 


ày*> 


dVk 


b _' yrd? ' Sf/ 
v T i 3x t ch d y h 


Vr 


dtp . _ yigy, I 3yit 
dx t ItBj 3y% i* r 8x t 
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Différentiel- und Integralrechmmg. 


Hôhere Differentialquotienten. 

_<?_X ( d*x\ 1 dx d*x 

. d* y dy* _ d 8 y ' \dy 9 / dy dy* 

d* 9 ~ /d*y ; T&~ JdxŸ * 

\dy) \dy) 

2 d^y d% /dw\ a dy d 8 w 

d * 9 d « 9 \d#/ ' d« d # 9 

d 8 y d 8 y d*y „ d« d a « . dy d 8 t* 

dx 9 du* \d*/ •” dw* * dx d * 9 du dx® 

3 . Übergang zu neuen Variablen 

8"? y yr 3* y 3y t 8y r . yr 3y tfy, 
dx(dx)t dyidy r dxi dxjt'^J dy d*tdx\ 


4. Integrationsmethoden. 

1. Durch partielle Intégration: 

b b b 

J u’(x)-v(x)d x*=*h(x)'v{x)\ — / u(x)-i/ (x)dx. 

a a a 

J y (#) ■* 

Yffidx.. Sind <p(*) 

und f(x) ganze rationale Funktionen, f{x) von hôherem Grad als <p (x), 
so lafit sicli yj~j immer in eine Summe von Partialbrüchen zerlegen, 

die sich ohne Schwierigkeit integrieren lassen. 

a) Hat f (x) — 0 lauter verschiedene Wurzeln, ist also 

f (x) æ(x- {x - #,) ...{x- *J> 

so wird 

y (*) ^1 1 i 1 

f(x) « — ar t " r * — x a "H" ’ ’ ' ' x— x n ’ 


worin A, m ist. 

b) Hat f(x) = 0 mehrfache Wurzeln, und zwar a Wurzeln x v 
P Wurzeln x 9 usw., so hat die Partialbruchzerlegung die Form: 

A. A. 


y (*) 

m 


A, 


(X — Xj) a (X — Xj)*- 1 

B t B a 


(*-*1) 


-f 


(x—x ü ÿ (x — XtŸ' 1 


A v B v C { ... findet man durch Koeffizientenvergleichung. 



lntegrationsmethoden. 
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Ist z. B. /"(x) = (x so hat man zur Bestimmung der 

die et Gleichungen: 

v' M = Afi M + a 9 

<?" (*i) = A i f" w + 2 4, f x f (xJ + 2 4, £ (*J 


Sind die Wurzeln von f(x) = 0 zum Teil imag inar und sind f(x) 
^d tp (x) reell, so k a nn man immer je zwei komplexe Summanden 
zu einem reellen Gliede zusammenziehen. Ist z. B. x x = u -f- i v ; 
x i ~ u i — i Wj , so ist 

_J_ ■ _B _ Px + Q 

X — X x X — X a v ^i 

3- Durch Einführung neuer Verânderlicher. Substitutionen^ 
die hâufig die Intégration ermôglichen: 


a) i = a-\-bx; 

b) f = a + &x a ; 


c) + 

<*) 


e) $ = ÿ a-\-bx; 

f) f — sin x ; 

g) f-tg — ï 


*=4 (£-«); 


smx 


— ç-y 
&të + 0 

f* — a 

* & * 

x = arc sin f ; 

x = arc tg 2 f ; 
2f . 


H-f 


dx = ^dè J 


dx 


if 


«ix 


2 v /6(f-fl)' 

aif 


<fx = 


2a 


6(f+0 

ix-ïê-iif; 


dx ==• 
dx = 


df 


Vi-f* * 
2 if 


H-* 9 ’ 
i-f“ 

COS x = 5 -. 

1+f* 


Zu 1 und 2 : Durch Einführung neuer Verânderlicher und Partial- 
bruchzerlegung sind Ausdrücke von der Form: 


2?(x), r{x, Va + 2&x±cx a ), 

worin R (x) eine rationale Funktion von x und des Wurzelausdrucks 
bedeutet, stets allgemein zu integrieren. 

4* Durch Entwicklung des Integranden in einePotenzreihe. 
Eine Potenzreihe darf gliedweise integriert werden, wenn b eide Inté* 
grationsgrenzen im Innem des Konyergenzgebietes liegen. 

Mad«luiig, Mathi Hlffemittel. ^.Aofl. 2 
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Differential- tmd Integralrechnung. 




( x + a) m 




5. Integrationstabelle. 


y = J fW 



^r(* + *)" +1 

lu (a 4- #) 


i , * 

— arc tg — 
o ° a 

T ***0(7) =^-ln^±£ 
o °\a/ 2a a — x 


für \x\<a 


~r Stg ( * ) = ~ ln für I x I > a 

a °\aJ 2 a x— a ' ' 

■|V X* ± a 9 ± ln (af + y** ± a 9 ) 




-- arc sin — 
2 \o 


“( ï ) 


SreiTi f^J~ln(* + Va 9 -f z 9 ) 


(*-*1) (*-*J 


# B + 2 b* + c 


,4*4*5 


(x — x,)(x—* a ) 
1 


a* B 4 - 2 b* 4 -e 

1 


^/— a** 4-2 b* 4- e 


m Cof -ln(*+y *•-«*) 


— ; — lnî-JÜ 

Xj — Xg X Xg 

i ^ * 4- b — y b a — c 

2 y b 9 .— c x + b + yï 9 ^ — e 


für c < b 


-~=arctg f-4==) für c > &® 

VTT^ 6 XVTZtf) 

-~—-{{Ax x + B)]n{x - x t ) - (Axs+B)hi(x - *„)} 


— in (&’+ ax + y 0 y** 9 

V* 

1 . ax — b 

— arc sin — 

V* Vb 9 4- ac 


— ln (cos x) 













Integrationstabelle. 
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/ f(x) dx 

]n(sinx) 

(Eof* 

©in* 
lu (Eof *) 
ln (©tn x) 

Iii, s(t + t) 

Intg* 


— ctg* 
tgx 


1 X 

— sinjc cos a: + — - 

2 1 [2 

1 . , x 

— sin* cos x “| — — 


1 

sm 

m 


i m-l f . m—2 j 

x-cosxA sm” xdx 

fit j 


1 m— 1 , tn — 

— cos jf-sin* + 

m ' m 




cos m ~*xdx 


±.., g — Jt g *-**i* 

ctg" -1 * - J ctg”- ! x ix 

1 f ' 

- su 
nj 


sin OT_1 * cos 


w + n ' «n + n 

sin*’*' 1 # cos * -1 x , H 


sin B *cos n xdx 


» + n 

COS X 


. m+n 
, n — 2 Ç dx 
(»— l)sln n- 1 ;i? n—1 J sin n “ 

sin x . n — 2 Ç 

n-ix^n-ij 


- sm“*cos* a xdx 
nj 


dx 


(n — 1 ) cos 
sin"»+ 1 ^ 


(n— l) coa” 


m — 


■ n + 2 C aln m x 

~~ 1 , J coa*“ 


sin®*d* 
?T 
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Différentiel- und ïntegralrechanng. 


n*) 

. / f(x) dx 

C03 m X 

cos m+1 * m-n + 2 f* cos m *i* 

sin** 

(n — îjsin**" 1 * n~i J g^a-a x 

arc sin# 

x arc sin* -}- Vl — ** 

arc cos x 

* arc cos * — V 4 — ** 

axctg* 

*axctg* — yln(4 +* 9 ) 

e m 

e* 

a* r stf*i n « 

— a* 
lno 


6. Bestimmte Intégrale 1 ). 


a 9 

[cos, %n xà%= f sin flw x dx == - 5 ‘ “ ( 2n ~ *) .fL 

J J 2-4-6- . . . ‘2n 2 

O 0 

n_ a* 

a a 

fcos 8,l + 1 *<Z* = f sin a “ +1 x dx — — 2 1 4 ' 6 . ' 

J .J 1 *3 - S* • • ■ # (2i 

0 

GO 

-J* 

0 r 

00 

/ 


2 n 

*+l) 


sin ax ^ n 

x 2 


fur a > 0 


cos ax 


dx*= oo 


00 

J 


sino*cos6* , n 
— ï — ix== -2 

= 0 

n 

= T 


für a > b 

£ür a <b 
für a — b 


(. Dirichkts diskontinuier- 
licher Fàktor ) 


CO 

J 


cos ax , n 

T+^ ix = T e ' 


n 

J r« 


71 

“J” 


cosmxzosnxdx= smm*sin»*i# = 0 


für ganzzahliges m und n , aufier = — für m — n 

*) Eine groiàe Sam m lung bestimmter Intégrale findet man in dem Bnch: 
D. Bièrens de Haan, Nouvelles tables d’intégrales définies, Leiden 1867. 
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00 

J* g~* x a dx = r(a i) = II (a) vgl. S. 70. 

V*. 

71 

T 

« 2 J"sin 2a+1 ç? cos 8 ^ +1 ç>dç> 


n(a)n(fi) r(a+i)r(/j + i) 
nia+p+i)^ r(a+p+ 2) 


a a 

J sin#ysin* d# =» J cos *Vcos * d* = ^==r* (D 


1 8 

2 f d 9> ^ < nsm 

3 J^ 2*^2 W 


-y/sinç) 2wv^V’ 3 


0 <p< i 


S7fb-T 

0 0 

JT 

f — =-lf— g- =r«® 

J 'Ji—X 4, 2 J }/c 08 ç> 4 y 2» 

0 0 

00 

o<#< 1 

0 

do 

0 

f** »-«•* i* = -i- • “Sï (^T 1 ) 

. » 


a>0, n ganze Zabi. 


<~3 •■•(?"-») V» 


J" 2" + V + * 

0 ' 

Ein wichtfges Hilfemittel zur Auswertung béstimmter Intégrale ist 
der Caucbysche Integralsatz der Funktionentheorie, vgl S. 35. 
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Differential- und Integralrechnung. 

7. Differenzenrechnung. 

Von einer Funktion f(x) bilde man für einen gegebenen Wert 
von x folgende Ausdrücke: 

1. = 

2. \àm= Mrff-a . 

3. = (^=±(1+4)). 

Man bezeichnet diese GroBen als vordere, hintere und mittlere Diffe- 
rmzenquotienten , gebildet mit der Differenz h der Variablen. Beim 
Grenzübeigang h—+0 gehen diese Ausdrücke für differenzierbare Funk- 

tionen in den Differentialquotienten über. 

Analog definieren wir einen 2. Differenzenquotienten durch: 

-tfd'fix) = + = 

Die Bildung hôherer Differenzenquotienten erfolgt ganz analog. 

Liegt eine Funktion f(x) in konstanten Intervallen h tabuliert 
vor, so berechnet man die mit den entsprechenden Potenzen von h 
multiplizierten Differenzenquotienten (also die A n ) durch Subtraktionen 
nach fblgendem Schéma: 

/ I \l/ I \l/ I \l/ I \l/ I \l/ 

M-i) y-j Cu_ i) a_i (^-j) 7_i (<5_i) i (C-i) *l—i 

\l/l\l/l\l/l\l/l\l/l\ 


( v -i) fr-i) P-ï (y-}) («_*) (V-i) 



Mo) v o M*o) «o Mo) ro Oü «0 Mo) * 7 o 


\l/l\l/l\/l\l/l\l/l\ 

*i fri) ( a |) fri) («*) 4 fri) 


(Ü *1 W «i MJ MJ «i Mi) Vi 



frf) A*. f ( a |) fr|) <*f frf) £f frf) 



Ma) (/**) ^ M9) M«) ®9 Ma) *?a 

\ I ./.|\ I /l\ I /l\ I /l\ I /\\ 


Differenzenrechmwg. 
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In dieses Schéma tragen wir an die Stellen a n (n ganzzahlig) die 
Funktionswerte von f(x + n h) ein. Sodann schreibt man an die 
Stellen f3 n+ ^ die Differenz der links oberhalb und links ünterhalb 
stehenden a n+1 und c^, = o„ +1 — oc ^) . Analog berechnet man 

die y n aus: y n = fî n+ ^ — u^d verfahrt entsprechend für die â, 

e u sw. Schlieûlich findet man die noch ausstehenden, durch Ein- 
klammerung bezeichneten , j3 n , y n+ ^ • . . durch Mittelwertsbildung 
aus den beiden jeweils oberhalb und ünterhalb stehenden Zahlen, 
z. B.: (i n = ■ Die (mittleren) Differenzenquotienten an 

der Stelle x -f- n h sind dann bis auf die entsprechende Potenz von h 
die rechts neben a n stehenden /î n , y n usw. 

Wir kônnen das Schéma auch nach links weiter ausfüllèn, indem 
wir zunâchst an einer Stelle fi n+ ^ eine beliebige Zabi, z. B. 0, ein- 
tragen und nunme.hr die weiteren ju n+ ^ so berechnen, dafi — /x n _^ 
= a n wirdj also durch Addition der jeweils rechts ünterhalb stehenden 
Zahl das folgende jli finden Ebenso verfahren wir mit der Reihe fur 
v, f usw. Die eingeklammerten Werte findet man wieder wie oben 
durch Mittelwertsbildung. Die links stehenden Zahl en fi, v, £ ... be- 
zeichnet man als erste, zweite . . . Summenwerte. 

Zusammenhang zwischen Differenzenquotienten 
und Differentialquotienten. 

Die Taylorsche Reihenformel (s. S. 29) liefert unmittelbar die 
Môglichkeit, die Differenzenquotienten als lineare Funktionen der Diffe- 
rentialquotienten auszurechnen. Diese Berechnung hat aber nur unter- 
geordnete Bedeutung gegenüber dem umgekehrten Problem, aus den 
gegebenen Differenzenquotienten die Differentialquotienten zu berechnen. 
Die Auflôsung des linearen Gleichungssystems liefert: 

+«*)=/».-- r'.+è*.—- 

*’ s? f(* + * *) = r. - ïî «» + 55 v» - ■ ■ • 

bzw. 

* ^ /‘C* + (* + *) œ ~ éiA+i ^ db ^*+f ~ " 

k* ( x + ( n + I) *) — ■— h, 

Diese Formeln gestatten also die „numerische Différentiation" einer 
tabuliert vorliegendèn Funktion. In entsprechender Weise k a ri n man 
einen linearen 
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Differential- und Integralrechnung. 


Zusammenhang zwischen Summenwerten und Intégral en 
durch folgende Formeln geben: 

*+n a A 

I J fr)ix-[n.-±fi. + g i d .--$ s {. + ••■]* 

V J J ^ i * = [’'» + À“»-2ÎÔ?'»+6jSÔ S » _ -]« 

*+«iA 

*+*tA *+StA ®+n*A 

i/ J J 

»4-«iA 0+nj.A *+Bi A 

Diese Formeln sind nützlich für das praktisch haufig vorkommende 
Problem der »numerischen Intégration “. 

Auch zur 


interpolation 

ist das Differenzenschema mit Vorteil zu benutzen. Gesucht sei der 
Wert von f(x + (n + t) h), (0 < * < 1) . 

Man berechne zunâchst die Grôflen: 

A-t> C-|(i + l), D-i(<-2), £ = i(< + 2)..., 

dann ist : 

f(x + {n + t)h,)~a n + AI, I=p n+i + BII 

II ^ y n ~\~ C III 

w-à^ + Div 

lV=s n -\-EV 


f(x + (n—Qh)=> a n - AI, ~ BU 

a ~y n ~~ c ni 
ni=ô n _t-Div 
IV = e n — E V 

Wieviel man von diesen Gliedem zu beriicksicbtigen bat, richtet sich 
nach der gewünschten Genauigkeit Wegen weiterer Einzelbeiten vgl. 
die einschlâgigen Lehrbücher der praktischen Analysis, vgL S. 2. 
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Diritter Abschnitt. 

Reihen. 


1. Grundbegriffe. 


Gegeben sei eine unendliche Anzahl reeller oder komplexer Zahlen 
u Qi u v «j . . . Man bezeichnet dann ihré formai gebildete S umm e als 
eine Convergente Reihe, wenn die Summe der n ersten Glieder 
5 W = «o + • • • + «*_i fur lim n = oo einer bestimmten endlichen Grenze 
zustrebt lim S n ~ S heiBt der Summenwert der Reihe. Ist die Reihe 

ftaoo 

nicht konvergent, so heiBt aie divergent. Die Grôfle S — S n = R n heiBt 
der Reihenrest. 

Man spricht von unbedingter Konvergenz, im Gegensatz zu bedingter 
Konvergenz, wenn der Summenwert nicht von der Anordnung der 
Glieder abhângt Das ist stets und nur der Fall, wenn die Reihe der 
absoluten Betrage konvergier£ die Reihe also absolut konvergiert 

Sind die u n Funktionen einer Variablen z, so spricht man von 
gleichmâfiiger Konvergenz, wenn fiir genügend grofles n der Rest 
|R n (z)|<d wird, wo <3 eine für aile z des in Frage kommenden 
z-Bereiches gleiche und beliebig klein wâhlbare Zabi ist. Dann ist in 
diesem Bereich der Summenwert S (z) eine stetige Funktion von z. 

Bei gleichmàBiger Konvergenz darf gliedweise integriert werden: 

0 


wert = 


60 ^ 

Ist die Reihe JJ ~~ gleichmâfiig konvergenz so ist ihr Summen- 
o ae 

_ dS(x) 


dx 


Eine gleichmâBig konvergente Reihe analytischer Funktionen ist 
eine stetige analytische Funktion. 


2. Konvergenzkriterien. 


Eine Reihe konvergiert, wenn lim 

. »**«■ 

ebenso wenn lim V| « n | < 1 , 


«*+i 


**» 


< i (nicht etwa gleich 1) ist. 
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Reihen. ' 


Eine Reihe aus abwechselnd positiven und negativen Gliedem 
konvergiert, wenn die Betrâge ihrer Glieder mit wachséndem n gegen 0 
konvergieren. 

Eine Reihe konvergiert absolut, wenn jedes Glied in iÜr dem 
Betrage na c h kleiner ist als das gleichvielte einer konvergenten Reihe 
aus positiven Gliedem. 

Füx die Konvergenz einer unendlichen Reihe ist es belanglos, ob 
eine endliche Zabi von Gliedem hinzugefügt oder fortgelassen wird. 


B. Wichtige Reihen. 

Die fiir praküsche Anwendungen wichtigsten Reihen sind: 

1. Potenxreihen a) nach steigenden Potenzen 

a o + * + «a ** + • • • , 

b) nach faüenden Potenzen 

a o + H - ~jr (vgl. S. 36 Æ) 

2. Fouriersche Reihen 

a t sin x + « 9 sin 2 * 4- • • • 

+ -Y + & 1 cos*-H a cos2* + ...; - (vgLS. 29) 

3 - KugelfunkUonsreihen 

a o + a i p i ( x ) + a, P, (as) + . . . . (vgl S. 62 ) 

4. Zylindcrfunktionsrti hen 

a o + a i Jo K x ) + H Jo («a *) + ••• (vgL S. 69) 

4. Summation von Reihen. 

Es ist praküsch von groBer Bedeutung, den Summenwert einer 
Reihe entweder dur ch leicht berechenbare oder dur ch tabulierte Funk- 
tionen darzustellen. 

Hîerzu dient zunachst folgende Übersicht: 

Endliche Reihen. 

i +* + ** + *• + ...+*» = , 

l , + 2* + 3’ + -- + » , = |»(* + l)(2» + l), 

1« + 2 , + 3 , + ... + » s = i» , (» + i)». . 



Wichtige Reihen, — Sommation von Reihen. 
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Unendliche Reihen. 

1 +f + ÏT + f+-- 

1 +7f + j- + 3Î- + ”- = l™ (l + -^-) =2,748281828..., 

1+^ + ^ + . .. = «■- = «*, 


*-5f + ÏT- + - 


sin^, 


* + 3T + 1T + .- = ® te *, * 


1 -£ + 7T~ +... — COS», 


21 1 41 
x* , 2*® , 17 * 7 


1 +tr + zr+--* ==s ®°f#> 


15 


315 
17 #’ 


tgtf, 


#* , 2 #® 

*"T + 15 315 


©in# 

Œof* ~ SC 0*’ 


1 #• . 1-3*® , 1-3-5# 7 


2-4-6 7 1 

#® , #® . 

*“T + T “+”• ““arctg*, 


2 3 1 2-4 5 
#® 

3 ' T 


= arc sin x , 


1 2 ~ 3 4 “ 

•• = ln(i -f-*). 


* + | + | + - = |ln 



1 #® , 1 #® , 

X 3 3M 5 SI 


(„Integralsmus“) 

^ , 1 #• . 1 #* 
C + ln *— -- + Trr 

00 

, f C08# 

-+ — j— 

dx — Cix 


» („Integralcosinus*‘), 
—0 

C + ln« + *+i-^ + || + ...=J^i*-K(0 

* (.Jntegrallogarithmus"), 

C = Um(l + -l + ... + -£---ln») =0,57721566... 

#•►00 

(Euler sche Konstante), 


1 — 


5-2! ' 9-41 
b #• , 


13-61 

sfi 


.f. 


COS B 


dx 


7-31 1 11-51 


+ ••• 


2 'fïJ 

o ( Frfisnelsche 

sin# Intégrale), 


1 f sin# 

2/# J V* 


MlH 
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Reihen. 


± • ** | * £_ 

1 1 1 3 ^ 21 5 317 


...-J*-« a 2aï=Ê<S(*) 

o 

( Gaufisches Fèhlerintegral), 



0-Funktionen (s. S. 75)* 

— j cos 2nx + g 4 cos 4 7r* — g 9 cos 6 :rc # + •■■ = § d (ac) , 

1 . 9 25 

qt-smnx — qtsm 3 sr* + ? 4 sin 5 sv ^ f- . .. = |0 1 (æ), 

i £ JB 

ç±cosjr# -f- g* sin 3 sin 5 ti * + ...= 

1 4" 3 cos 2 « * + cos 4 « a; + ?° cos 6 sï * -f- • • • == f #3 (#) • 


Elliptische Funktionen (s. S. 75). 

*~(l+* s )^ + (l + 44* a -f k*)£ SH». 

1 -57 + 0+ 4*")~-(l -f 44fc a +16Æ 4 )^-f--... = c»*, 

1 k * (4 + Æ a ) ^ ~ à 9 (16 + 44 Æ a -f £*) -f ...=> dnx. 


Kugelfunktionen (s. S. 54). 

, 1 n f . . t-3 

cos n x ~\ — — cos (n — 2)x + ~ - 

' 1 2»— l ' • '1-2 

■ 1-3-5 * ( 1 » - 1) (n — 2) 

' 1-2-3 (2 « — 1) (2 « — 3) (2 » — 5) 

2*»! P a (arc cos#) 


(2 « — 1 ) (2 » — 3 ) 


cos(» — 4)x 


cos (» — - 6)* + ... 


1 • 3 • S ... (2 » — 1) 2 


ttfo- 1 ) *»— 3 1 h(»- 1)(»-2)(»-3) s _4 _ , 
2(2» — 1) ^ 2-4-(2»— l)(2n— 3) ^ 


— p ( X ) , 

1-3-5. ..(2»-l) »' ' 


i 

1 

1 


Zylinderfunktionen (s. S. 63). 
■ # . #® 

‘ 1 ■(£+!) + 1-2-(ÿ+l)(p + 2) “ 



** , ** *" , 

<!■ 21® 31® " T ~ 


/o(2*). 


” • • ■ = /o ( 2 V*) . 



Fouriersche Reihen. 


29 


1 i 1 2 l 2 1 3 1 3 l 4 l"^ *“ Jo( 2 Y~x), 


1 - 


3 # s 


3* J* 4 


3 8 #® 


H 


2-4 1 2-4-4-10 2-4-6-4-10-16 


*■ 


t-l), 

ir /-*(*)» 


1-5 1 1-2. 5-9 


1-2-3-5-9-13 


( 1 ) 

*(!) . , . 

= -rpA(4 

Vt 


Ist die vorliegende Reihe nicht mit einer . der hier gegebenen 
Reihen identisch, so gelingt es oft durch Multiplikation, Division, Diffé- 
rentiation, Intégration usw., sie auf eine bekannte Fonn zu bringen. 
Sodann macht man die Operation wieder rückgàngig, 11m den Wert 
der Reihe zu ffnden. 

Beispiel: 

. 5 *• , 7 * h 

y — 3* — + — — .... 

/>*—£-£ + £ + ■- 

1 /• . /* , »* j * 4 , a » 6 . 

= + -cos«. 

Jdx Jydx — x — xcosx, 

Jydx=*l — cos« + a;sin*, 
y = 2 sin* -J- * cos x . 

Taylorsche Reihe. 


/(*+»)=rt«)+^(*)+^w+- 


Spezialfall. 


T (*) — f (0) + TT ^ (°> + aT ^ ® + ’ ' ' ■ 


5 . Fouriersche Reihen. 

Etfüllt eine Funktîon /■(#) im Intervall — l bis + Z die Dirichlst- 
schm Biüngungm [à- h. hat f(x) dort nicht imendiich ride Marin» 
und Minima und bleibt trotz endlich vider Unendlichkeits- und Un- 
stetigkeitsstdlen J\f(x)\dx Convergent], so ist f{x) in diesem Intervall 
mit Ausnahme der Unstetigkeitsstdlen darstdlbax m der Fonn: 

CD m-'i+Ël'M- ' 

«■1 
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Reihen. 


wobei 

(2) a n = -j- J f(x) sin (-^-) dx, b n = ~ f f (x) cos {—^) d x 

-i -i 

oder auch in der Form: 


(la) 

4.00 , inrre 

f(x) = .Ea n e 1 t 
— 00 

wobei 

+1 . 

r itinm 

f(*)* 1 dx - 

-l 

(2 a) 


6. Fouriersches Intégral. 

Lafit man l unbegrenzt wachsen, so wird 

(3) F(*) 

00 

= J [A (v)'SÏn.(ynx) + 5(r)-cos (vnx)]-dv, 

wobei 

(4) A (v) 

+ oo -f- oo 

= / F(x)sin(vnx)dx, B{v) — fF(x)cos(yjtx) dx 

— OO —00 

oder auch 


(3 a) 

+ 00 

F(x) = / (v) e tvxm dv, 

wobei 


(4 a) 

+ 00 

93 (v) = ! / F(x)e~ iPnm dx. 

— 00 

Zusammengefafit wird: 

(5) 

00 + 00 

F(x) = Jdv J F(t) cos(va(t — x))dt 

0 — 00 

oder auch 


(5 a) 

00 + 00 ' 

F(*) — | fdv J 
— 00 — 00 

Ist eine Funktion f(x) defini ert aïs gebüdet durch regdmâûige 
Wiederholung einer aperiodischen Funktion F(x) im Abstand 21, à, h. 


f{*) = £f(x + 2PÎ) y 

— CD 

wo p aile positiven und negativen ganzen Zahlen durchlâuft, so ist 


f(x) eine periodische Funktion: 

f(x+2pï) = f(x). 


Zweidimensionale Fouriersche Reihen tmd Intégrale. 
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( 6 ) 
und 
(6 a) 


In der dann môglichen Darstellung 

+» 

f(x) = Ucc n e 1 


+ CO 


F(x ) = j<p(y)e tvn * dv 


bestéht dann folgender Zusammenhang zwischen den Koeffizienten a n 
der Reîhe fiir f(x) und dem Funktionswerte <p (y) des Intégrais fur F (*) 


( 7 ) 




7. Zweidimensionale Fouriersche Reihen und Intégrale. 

Eine von zwei Variabeln x und y abhangige Funktion f(x, y), die 
sowohlin x wie in y periodisch ist, so daB /’((* + 2 IL), (y + 2 m M)) 
= f(x , y) ist, wo l und m ganze Zahlen, ± L und ± M die Grenzen 
des Periodenintervalls sind, und die die Dirichletschen Bedingungen. 
erfüllt, ist darstellbar in der Form: 


(0 

f(*>y) = U 2! a lm- COS 

L ‘ COS Jf + 6 i«' sm -' 

. . COS . . . 


1=0 rn=0 




+ <Wcos. 

. . sin . . . 



+ d lM .sin. 

. . sin . . . , 

wo 

+JD + Af 



(2) 

***“oï/ Jrt*» 

-X — Af 

<)-cosi^i-cos^^ds <2$, 



“o„ = *) cos 

mnt , , 

-zrf-dsdt. 
M 


Für die & Im , gélten entsprechende Formeln. 


Für 

L = oo wird: 



0) 

+ ® 

y) — 

^ M 

, \ mny . \ 

[^0 ’ COS U X COS M 


bzrw. 

— 00 7/ * 



(4) 





+ 00 +00 


JVr. f J dsdtf(s, t)‘cosuns‘cos^—^cos7tuxcos 
0 ® — 00 — 00 




m — ao —ao 

für L = Af = co wird : 

oo ao + ao + ao 


( 5 ) 'A*, y) = J" JiwiüJ' JrtM).cos«*(* — s)Goswji(y — t)dsdt. 
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Reihen. 


Oder auch 


wobei 


+ uo + ao i)t 

f{x>y) = 2 


(5Mfl 




und für L = oo 


+oo œ inny 

f(x>V) = S du £ a tn (")*****•* M 

— CD 0 

+ • / my\ 

a *( u ) = lf f f(*>y) e ~ i3t ' * M 'dxdy 


und fiir Z, = oo, Jkf=oo 


T» ■ w 

jf(#, y) = J* + 


T w 

a(u,v) = lJ ff(x,y)e~ i ”<» m + 1, tidxdy. 


Literatur. 

Knopp , Unendliche Reihen. Berlin: Julius Springer. — LehTbücher der 
Differentialrechnung s. S. 24. — Courant-Hiïbort s. S. 12. 



Vierter Abschnitt. 

Funktionen. 


A. Allgemeine Funktionentheorie. 


1. Komplexe Grôfien. 

Définition: Die formai gebildete Summe a + ib einer reellen 
Zahl a und einer imaginaren Zahl ib (» = V — 1) heiBt eine Com- 
plexe" Zahl c = a-\-ib, |c|= V«* + 6 a beifit ibr (absoluter) „Betrag“. 
a heiBt der Reatieil , b der Imagindrteil (in Zeichen a = fRc 

i = S <=)■ 

Geometrisch verans chaulicht man sich die komplexe Zahl c 
1. durch einen Punkt der komplexen xy-Ebene, dessen recht- 
winklige Koordinaten x = a, y = b sind. 

| c | bedeutet den Betrag des Abstandes r 
vom Punkt c bis zum Nullpunkt 
Es ist also (Fig. 1) 

a — r cos cp 
b — r sin cp 

a + ib = r (cos <p i sin cp) =* re*v, 



Fig. 1. 


cp = arctg cp heiBt Argument, Amplitude oder Arkus. 

2. Durch einen Vektor vom Nullpunkt, dessen Komponenten 
gleich a, bzw. & sind 1 ). 

c ± + Cg — («j + ib x ) + (fl 9 -\-ib^j ist dann eih Vektor, der durch 
Vèktoraddition (vgl.. S. 153) ^ er Vektoren c x und c 3 entstèht 

c i ‘ c 9 “ ( a i + ih i) ( fl * + *& a ) = r^etfa+v* 1 ist ein Vektor, dessen 
Argument cp gleich dçr Summe derjenigen von c x und c 9 ist und 
dessen Betrag gleich dem Produkt der Betrâge von c x und c 9 ist 
Zwei komplexe GrôBen heiBen nur dann gleich, wenn sowohl 
ihre Realteile wie ihre Imaginâïteile gleich sind oder sowohl ihre 
Betrâge wie ihre Argumenté (modulo 2n). 

i) besonders in der Form: A ■»*** » re i{<p+at> . Bedeutet t die Zeit, so drçfrt*- 
sich der Vektor mit gleichfOriniger Geschwindigkeit uin den Nullpunkt 
H AdelQnS, Hath. BlUsmlttal. s. Axiâ. 3 
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Allgemeine Fnnktionentheorie. 


Ist c x = Cj • C oder — = C — C 0 • e ia , wo C 0 reell sei, so ist C 0 
! c I 

das Verhaltnis der Betrâge {-*-[ und a der Winkel zwischen den beiden 

I C 9 I 

Vektoren: a = q> x — ç> 3 . 

c = a — t‘ 6 heiût „konjugiert komplex" zu c = fl-f-i£. 

Daraus folgt: 

■/ce = V fl® + = I C | = | c | . 

2. Analytische Funktionen. 

Eine Funktion f(z) = u~\~iv der komplexen Variablen z = x-\-iy 
heiût in einem Bereich n analytisch u } wenn sie dort stetig ist und wenn 

*f(‘) + + + einen Wert 


dx 


A-f-tA 


(1) 1. Définition: 

hat, der von der Art des Grenziiberganges (dem Wege, wie h und h 
gegen NuH gehen) unabhangig ist und der von z stetig abhangt. 

(2) 2. Définition: ~ = — ~ ist und diese Differentialqùo- 

tienten stetige Funktionen von x und y sind. 

Die beiden Definitionen sind gleichwertig. 

In Punkten, in denen die obigen Forderungen nicht erfüllt sind, 
heiût die Funktion „i rregulâr " oder „singuldr“. 

Eine analytische Funktion einer analytischen Funktion ist wieder 
eine solche. Auch die zu f(z) inverse Funktion <p(z) (definiert durch 
q> ( fz ) = f{rpz) = z) ist eine analytische. 

Durch eine analytische Funktion f(z) = u -|- iv werden u und v 
als Funktionen von x und y festgelegt: 

(3) » = fi(%>y)> v = f t (x s y). 


Man findet diese, indem man f(x -f- iy) in die Form f x (x } y ) + i f % (x, y) 
bringt 

f x und f t heiûen zueinander „konjugierte* Potential-Funktionen. 
Es gilt für diese unter Heranziehung der 2. Définition 

(4) 1 Af x = Af a = 0, wo A = + 

Jede beliebige analytische Funktion f liefert daher zwei partikulare 
Losungen der Gleichung Aq> <= 0 (im Zweidimensionalen). 



Cauchys Integralsatz. . 35 

Für eine analytische Funktion f(z) = u -\-iv ist, wenn f{z) fur 
reelles z reell ist, 

f{z) = u — iv 

und daher 

u 2 5 V 2 i ’ 

Durch eine analytische Funktion f wird dem Wertepaar x, y ein 
solches u, v zugeordnet Betrachtet man daher x, y als die rechtwink- 
ligen Koordinaten eines Punktes in einer Ebene, u, v als die eines 
Punktes in einer zweiten Ebene, so vermittelt die Funktion f die Ab- 
bildung jedes Punktes oder aus Punkten gebildeten Systems (z. B. einer 
Kurve oder eines Flâchenstücks) der x, y -Ebene auf die u, v -Ebene. 

f(z) vermittelt eine konfonne, d. h. mnkelireue Abbildung (mit 
Erhaltung des Drehsinns), d. h. eine solche, bei der unendlich kleine 
regulâre Gebiete winkeltreu von der x, y -Ebene auf die u, v -Ebene 
abgebildet werden. 

b 

Unter dem Intégral / f(z)dz versteht man: 

a 

b b b b 

(5) / f(z)dz<= J(u-\-iv)(dx^~idy) — J(udx — vdy)-{-if(vdx-\-udy). 

a a a a 

Die Intégrale sind lângs einer bestimmten Kurve zwischen den 
Punkten a und 6 zu erstrecken. 

Wegen der Definitionsgleichung (2) dér anaiytischen Funktionen 
sind sowohl ( udx — vdy ) wie (i vdx-\-udy ) totale Differentiale (vgl. S. 15)- 

B. Cauchys Integralsatz. 

6 

Jf(z)dz bleibt unverândert, wenn man unter Festhalten von a 

a 

und b den Integrationsweg verschiebt, falls nicht diese Verschiebung 
über irregulâre Punkte geschieht. 

Erfolgt die Intégration über eine geschlossene Kurve (Zeichen <j>), 
d. h. ist a — &, so ist jj> f (z) dz — 0, wenn die Kurve keinen irregularen 
Punkt einschliefit. 

Integralformel. 

( 6 ) 

gestattet die Berechnung von f(z) für den Wert z — Ç, wenn f(z) auf 
dem Umfang einer den Punkt £ umschliefienden Kurve gegeben ist, 
welche keinen irregularen Punkt einschliefit 

Spezialfall: <£(* — C) n dz ist = 0 aufier für n= — i, 

( 7 ) , j>£- c = 2in. 


3 * 
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AUgemeine Fanktionetitheorie. 


Mittelwertsatz. Ist die Kurve ein Kreis und ist « 0 + iv 0 der 
Wert von. f(z) im Mittelpunkt, u + iv der Wért auf dem U mfan g 
(dargestellt als Funktion des Winkels 0), so ist 


9» Sn 



also u 0 bzw. v 0 der Mittelwert der u bzw. v auf dem Umfang des 
Kreises. 


4 . Potenzreihenentwicklung der analytischen Funktionen. 


a) Entwicklung in der Umgebung regul&rer Pxjnkte. 

Eine analytische Funktion gestattet in der Umgebung eines Punktes 
z => z Q , in dem sie regulâr ist, folgende konvergente Entwicklung: 

(9) f(x) = a 0 + ^ (* — z 0 ) + a,(* - * 0 ) a + . . 


wobei 

(40) 



ffàdt 


Die Entwicklung konvergiert nur, Solange | z — z Q | nicbt grofier 
als ein gewisser Wert R ist R heiût der Radius des „Konvergenz; 
kreises**. 

Das die a n bestimmende Intégral ist zu erstrecken über eine 
einfach gescblossene Kurve, die z 0 , aber keine singularen Punkte um- 
scbliefit 

Der Konvergenzkreis um z 0 geht dur ch den nâchsten bei z 0 
liegenden irregulâren Punkt der Funktion f(z). 

Verschwinden die ersten « Koeffizienten der Entwicklung, bis 
nicht aber a n , so heifit z 0 eine „NullsteUe n-ter Ordnung" der 
Funktion f(z). 

Ist f(z) im Unendlichen regulâr (d. h. /(j-) für * = o), so ge- 
stattet / (z) die Entwicklung 

( i4 ) f (*) “ a o + + 7? + ■ •; » 

wobei 

( 12 ) 


Diese konvergiert au/Serhalb eines um den Nullpunkt beschriebenen 
Kreises, der durch den entfemtesteh irregulâren Punkt lâuft 

Das praktisch Wesentliche an diesen Entwicldungsmôglichkeiten ist, 
daB die Funktion innerhalb des Konvergenzbereiches auch schon durch 
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Allgemeine Funktionentheorie. 


eine Reihe von beschrânkter Gliederzahl mit einer gewissen Nâherung 
dargestellt wird, die sich dann mit wachsender Gliederzahl bis zu 
beliebigem Grad verbessert 



Als Beispiel für eine derartige Annàherung ist in Fig. 2 die Funktion 

in Fig. 3 dieselbe, nach steigenden Potenzen bis z° entwickelt, 

dargestellt Man erkennt, wie auBerhalb des Konvergenzkreises mit 
dem Radius i überhaupt keine Annàherung an die gegebene Funktion 



Potenzreihenentwiçklung der analytischen Funktionen. 
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stattftndet In Fig. 4 ist dieselbe Funktion, nach fàllenden Potenzen 
entwickelt, gezeichnet. Hier ist innerhalb des Konvergenzkreises keine 
Annâherung vorhanden. 



Fig. 4. 


Analytische Fortsetzung. Durch die Entwicklung in der Um- 
gebung von z 0 ist f(z) zunâchst nur innerhalb des Konvergenzkreises 
bestimmt Geht man zu der Entwicklung um einen Punkt z > 0 = z 0 -j~ c 
über, so erhalt man die Entwicklung 

f(z) = <z 0 + «i0 - 2 / o + c) + a a (*-«o + c ) î + ---- 
Lôst man die einzelnen KLammerpotenzen (z — z o + c )" nac ^ 
dem binomischen Lehrsatz und ordnet nach Potenzen von (z — zQ, so 
erhalt man .eine Entwicklung der Form . . 

f(*) = &o + (* - 4) + h(z- & + .... ; 
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die in einem Kreise um 4 konvergiert, der môglicherweise über den 
alten Kreis hinau sragt. In dem. den beiden Kreisen gemeinsamen 
Gebiete liefem beide Entwicklimgen diesèlben Werte. Die zweite 
Entwicklung heiût, soweit sie aufierhalb des Konvergenzkreises des 
ersten konvergiert, „Fortsetzung u der ersten. Durch Wiederholung 
dieses Verfahrens ist es môglich, die durch die Potenzreihe defînierte 
Funktion über einen weiteren Bereich, eventuell über die gesamte Ebene 
fortzusetzen. Es gibt Fâlle, in denen eine Forts etzung über eine be- 
stimmte Grenze nicht môglich ist 


b) Entwicklung in der Umgebung nicht regul&rer Punkte. 

In der Umgebung eines „m-fachen Pols“ in z = z Q gestattet die 
Funktion folgende Entwicklung: 

(13) f(?) = «-« (* - Z 0 )-* + «-(«-!) (z - + . . . 

+ *_!(* — zj - 1 + «o + a i (? - *o) + (* ~ *o)“ + • • • * 

In der Umgebung eines „ Verzweigungspunktes“ in z «=* * 0 gilt folgende 
Entwicklung : 

a a +1 o+S 

( 14 ) f(z) — a 0 (z — 20)" + <*1 (z - z Q ÿ + * 3 (* ~ z o) * +■••• 

wo v eine beliebige positive, a eine beliebige positive oder négative 
ganze Zabi ist. 

In der Umgebung eines „w 6 smtlich singulâren" Punktes in 
z — z 0 ist keine Reihenentwicklung nach steigenden Potenzen von 
(z — z 0 ) môglich. 

Durch diese Entwicklungsmôglichkeiten ist der Chaxakter eines 
irregularen Punktes definiert Der Cbarakter der Funktion im 00 femen 

Punkt ( z = 00) wird durch die Entwicklungsmôglichkeiten von f(^j 

an der Stelle z = 0 gekennzeichnet. 

Residuum. Der Koeffizient der Potenzreihenentwicklung in 
der Umgebung eines Pôles heifit „Resiiuum“ des Pôles. 

Es gilt 




Hierbei ist der Integrationsweg eine Kurve, welche keine irregulare 
Stelle auûer dem Pol einschlieBt. 

Als Residuum des 00 femen Punktes bezeichnet man den Koeffi- 
zienten — a x der in der Umgebung dieses Punktes gültigen Entwicklung 


*) Diese Formel ist praktisch von b es on der er Bedeutung, weil sie die Be- 
rechnrmg- des Intégrais § f (s) dt xurUckfübrt auf die Entwicklung der Funktion 
in der Umgebung eines Pôles. 
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(16) f(z) ■= a- m z m + a-n^z**- 1 -f . . . + «_!* -f a 0 + J + J + . . ., 

falls dort die Funktion . regular ist oder nur einen Pol hat 
~~ Residuensatz. Ist f(z) in einem von einer oder mehreren stetigen 
Kurven berandeten Gebiet überall eindeutig und bis anf endlich viele 

Pôle im Innem regular, 80 ist dz erstreckt über die Be- 

randung des Gebietes gleich der Summe der Re9iduen der Pôle 
dieses Gebietes. Ist f(z) überall eindeutig und bis auf endlich viele 
Pôle regular, so ist die Summe der zu den Polen und zum unendlich 
femen Punkt géhôrigen Residuen gleich NulL 

Laurentsche Reihe. Für einen ringfôrmigen . Bereich (zwischen 
zwei konzentrischen Kreisen K und k um z — 0), innerhalb dessen 
f(z) regular ist, konvergiert die Reihe 


(17) 

wobei 


(18) 


m 


• • • + -^ 1 H — - 1 + a o + * + ** ** + ■ • • » 


_L ( YM** 

2*sïJ 



(« = 0 , 1 , 2 , ...), 

(n-1, 2, 3, 


5. Berechnung bestimmter Intégrale durch Intégration 
im Komplexen. 

b 

Gegeben sei ein reelles bestimmtes Intégral I =/ f(x)dx. Ist 

a 

f(z ) in einem die Strecke a—* b der reellen Achse enthaltenden Ge- 
' ' . ■ b 

biet dèr komplexen z-Ebene analydsch, so ist / = / f(z)dz ein in 

a 

der komplexen Ebene auszuführendes Intégral zwischen den Punkten a 
und b der reellen Achse. Als Integrationsweg kann tnan dann jeden 
beüebigen nehmen, der durch Verzerrung des ursprünglichen reellen 
Weges bd Festhaltung der ursprünglichen reellen Grenzen a und b 
entsteht, falls die Verzerrung nicht über einen singularen Punkt von 
f(z) hinübergeführt hat Es lassen sich haùfig komplexe Wege von a 
nach b firiden, langs derer die Intégration bequemer, als langs des 
reellen Weges auszuführen ist . 

Um die Verzerrung auch über singulâre Punkte hinwegführen zu 
kônnert, muB man so verfahren, wie die Figur zeigt: Man ersetzt den 
reellen Weg a— * & durch drei Complexe Stücke, 1. den verlangten 
Umweg, 2. einen (beliebig kleinen) Kreis um den singularen Punkt, 
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3. die Zuwege zu dem singularen Punkt. Der Anteil des Weges 2 
ist gleich 2ni mal dem Residuum des singularen Punktes; der Anteil 
des Weges 3 (Hin- und Rückweg) verschwindet. 

Durch Einfiihrung einer neuen geeig- 
neten Variablen q>(z) statt z (Abbildung 
von der z-Ebene auf eine ç?*Ebene) kann 
oft eine weitere Vereiniachung erzielt wer- 
den (z. B. so, daü das Intégral über den 
Weg i ganz verschwindet, letzteres beson- 
ders dann, wenn die neue Variable zu 
einem geschlossenen Integrationsweg führt). 
— Gelegentlich kann man den Integrations- 
weg so legen, daû nur kleine Stücke des 
Weges wesentliche Beitrâge zum Gesamt- 
wert I liefern, und zwar Stücke, wo der 
Integrand (naherungsweise) in einfacher Form geschrieben werden kann 
(Méthode der Sattelpunkte). Es sind noch andere Kunstgriffe môglich, 
z. B. das neue Intégral als reellen Teil eines einfacheren komplexen 
Intégrais aufeufassen 1 ). 

Beispiel für komplexe Intégration: 

8a 

dtp 

1 + s COS q> ’ 

0 




wo e reell ist und zwischen 0 und 1 liegt 

Wir fassen tp *= a -f- ifi als komplexe Variable àu£ Dann ist 
der Integrationsweg vom Punkte 93 = 0 zum Punkt 2n der reellen 
Achse zu erstrecken (Fig. 5)- Dieser Weg kann verzerrt werden in 
den Weg über ABC. Um hierbei nicht über den singularen Punkt <p Q 

(cos çï 0 = — i , (£nf ft Q = i , « 0 = nj hinwegzugehen, ist von A aus 


der Weg zu ç> Q , um dieses in einem Kreis herum und lângs des Zu- 
weges wieder nach A geführt. 

Das Intégral verschwindet für die beiden Stücke parallèl der 
imaginaren Achse wegen der Periodizitât von cos 9?, feraer für das 
Stück B C, wenn das Stück unendlich weit hinausgeschoben wird, weil 
hier der Integrand verschwindet auBerdem für die Zuwege. Es bleibt 
also nur das Stück um <p Q herum zu berechnen. 

In ç> 0 hat der Integrand einen einfachen PoL Die Entwicklung 
l cos <pq à_j 


lautet hier: 


1 + * cos tp cos p 0 — cos <p Vr-tpo 


a o + a i fa — 9>o) 


*■) Beispiele der Anwendung' auch bei physikalischen Untersuchungen vgL 
A. Sommerfeld, Atomban und Spektrallinien,. Zusatz 7. Feraer A. Sommer- 
feld, Ann. d. Phys. 44, 177» 1914. L. Brillouin, Ann. d. Phys. 44, 203, 1914. 
P, Deby è, Math, Ann. 67, 535, 1910. 
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Um a_ x , das Residuum, zu finden, multiplizieren wir mit <p — ç? 0 und 
gehen zur Grenze q> = ç) Q über: 

(<p-<Po) cos ?o| _ 


coa <p 0 — cos <p | îim (tp-tp^o ain (p 0 
1 * 


■ cos <p Q = 




■fs* — 1 y/i — s* 

Das gesuchte Integra! ist dann gleich 

2 nia_ x = 


2 3t 


]/ i — i 


Zum gleichen Resultate kommt man auf folgendem Wege: 
Setzt man z = e itp , so wird das Integra! = 


f —idz 

J. 

[*+£' 

M 

+ 

L. ■ — 1 


Der 


Integrationsweg ist ein Kreis mit dem Radius 1 um den Nuüpunkt 
Singulâre Punkte liegen an den SteQen der Wurzeln z x und * a der 

Gleichung wo der Integrand unendlich wird. Von 


diesen liegt nur z x = — ~ i m Innem des Intégrations- 

weges. Die Entwicklung lautet hier: 




(*-**) * h 


a 0 + a 1 (z — z 1 )+---, 


also ist 


S*"* ^ 

und das Integra! wird 

2 nia_ x 


2rt 




6. Veranschaulichung komplexer Funktionen. 

(Vgl. Fig. 2—14.) 

Die funktionale Abhangigkeit » = f{z) = u-\~iv von z = %-\-iy 
veranschaulicht man sich geometrisch in folgenden zwei Weisen 1 ): 

A. Man zeichnet in einem Koordinatensystem «, v die Kurven, 
die man erhalt, wenn man die Geradenscharen x = a und y = b 


*) Die Darstellung A ist die. tlbliche, um den Begriff der konformen Ab- 
bildung dur ch die Funktionen. f{t) zu verauschaulichen, andererseits entsprichtB 

der tiblichen graphischen Darstellung der Ahh&ngigkeiten « = A (*» V)r v = A (*> ?)' 


44 


Allgemeine Fnnktîonentheorie. 


punktweise abbildet, d. h. man zeichnet die Kurven u + * v — f{ a + iyj) 
bzw. u -f- iv <= f(x + *&)> wo a und & Parameter sind, denen manbe- 
liebige (praktisch âquidistante) Werte beflegt 

B. Man zeichnet in einem Koordinatensystem x, y die Kurven 
u — f x (x, y) — s und v — ^ (x, y) = t, wo s und t Parameter (wie 
oben) sind. 

Die funktionale Abhângigkeit von (« -f~ iv) — z== z-j-ty der 
zu f inversait Funktion 9 0 [93 (/*(*)) = *] wird durch dieselben Bilder 
veranschaulicht, nur mit vertauschter Bedeutung. 

In beiden FàUen erhalt man je zwei einander orthogonal schnei- 
dende Kurvenscharen. Aus ihrem Verlauf lassen sich aile charakte- 
ristischen Eigenschaften der Funktion f(z) bzw. cp(z) erkennen. 

FaBt man die Kurven als Hohenlinien (Isohypsen) bzw. als Fall- 
linien (Gradienten) einer Flâche auf, so haben diese Flachen überall, 
wo die Funktion regulâr ist, folgende Eigentümlichkeiten: 

1. Die Flâche hat nirgends ein Maximum (Gipfel) oder Minimum 
(Grube). 

2 . Jede Gradientenlinie fallt monoton von -f-00 bis — 00. 

Jede Kurve trennt ein ^hoheres" von einem „niederen“ Gebiet. 

Wo hiervon eine Ausnahme zu sein scheint, setzen sich die hier 
zusammenstoflenden Flàchenteile nach gegenseitiger Durchdringung 
weiter fort Diese Duichdringuiigslinien endigen jeweils in zwei 
Punkten (von denen einer auch im Unendlichen liegen kann). 

Wo eine Kurve in sich geschlossen zu sein scheint, ist sie tat- 
sâchlich entweder durch einen irregulâren Punkt in zwei Teile geteilt 
oder sie setzt sich auf einer hôheren oder tieferen Flâche fort (In z). 

Die Flachen haben haufig Sattelpunkte, in denen ein Übergang 
aus einem „Tal“ in ein anderes über einen „PaB‘ f erfolgt. In solchen 
Sattelpunkten schneiden sich (scheinbar) zwei Fallinien bzw. Hôhen- 
linien, also zwei Kurven der gleichen Schar, die dann denselben 
Parameter haben. In diesen Punkten ist die Forderung der Ortho- 
gonalitât der beiden Kurvenscharen nicht erfüllt. 

Die Kurve ein es gegebenen Parameterwertes braucht nicht aus 
einem einzigeù zusamm enh ârigenden Stiick zu bestehen. 

Diese Merkmale haben die Kurven sowohl der Darstellung A 
wie B. Dabei ist es gleichgültig, welche der Kurvenscharen man als 
Hohenlinien und welche man als Fallinien auffaBt 

Eine andere Deutung der Kurven besteht darin, daô . man die 
eine Schar als Strômungslinien einer zweidimensionalen Strômung 
betrachtet, die anderen als die Kurven konstanten Strômungspotentials. 

l ) Da eine solche Gleichung, indem man. die Realteile bzw. die Imaginer* 
teile gleichsetrt, eigentlich zwei Gleichnogen darstellt, bann man y eliminieren 
and erhftlt eine Gleichnng F(u,v) = a. 
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Seien z. B. die Kurven v = const die Pot entialkurven, so sind: 




dj_ 

dx 


und 


v = 
y 


dv 

dÿ 


dieKomponenten desStrômungsvektors t)(vgLAbsdmitt„Vektoranalysis“). 

dv du . dv du . „ , 

Wegen fx = ~ Tÿ und Jy ~ Fx lst ü P ara ^ e ^ m u — const; ferner 

wegen Av — 0 ist div t> = 0, und wegen v = grad v wird rot b = 0. 
Die Strômung ist also wirbel- und quellenfrei. 

Die singularen Stellen werden dann Quellen- oder Wirbelpunkte, 
d. h. Stellen, wo div t» =j= 0 oder rot ü =}= 0 ist 
Retrachtet man die Kurven der 


Darstellung A, 

so kann man über die Lage und Natur der charakteristischen Stellen 
folgendes aussagen: Die Funktion hat einen Nullpunkt für die Werte 
der Funktion x, y, der en Kurven durch den Nullpunkt u — v = 0 ver- 
laufen. Endigen hier die Kurven, d. h. kehren sie hier ihre Richtung 
um, so haben wir einen zweifachen Nullpunkt. Dann ist die Dar- 
stellung nicht in einer u, w-Ebene vollstandig, sondem in einem zweiten 
„Riemannschen Blatt" , zu erganzen. Benachbarte Kurven wenden hier 
scharf um. Geschieht dies um den Winkel nn 3 so liegt ein «-fâcher 
Nullpunkt vor. (Beispiel: Vz). 

Hat die Funktion mehrere Nullpunkt e, so ist die Darstellung A 
nur in mehreren Blâttem môglich. In jedem sind die Nullpunkte ge- 
sondert zu betrachten. 

Die Funktion hat Pôle für die Werte x, y, deren Kurven durch den 
unendlich femen Punkt u = v = 00 verlaufen. Man erkennt den Ver- 

lauf durch Darstellung der Funktion f . Für die mehrfachen Pôle 

gilt hier dasselbe wie oben für die Nullpunkte. 

Die Funktion hat Verzuieigungssiellen für die Werte x, y, deren 
Kurven durch einen Sattelpunkt laufen. Die Zahl v der Entwicklung 
in einem v-fachen Verzweigungspunkt ist gleich der Zahl der im Sattel- 
punkt zusammenlaufenden Tàler. 

Kommt eine Kurve gegebenen Parameterwertes in n getrennten 
Teilen vor, so ist die Funktion «-deutig. 

Bequemer ist die Ablesung der Eigenschaften aus der 

Darstellung B. 

Nullpunkte sind die Schnittstellen der Kurven «>=0, v<=0. 
Ist dies zugleich ein Sattelpunkt mit n Tâlem, so haben wir einen 
n-fachen Nullpunkt 

Einfache Pôle hiaben den Charakter einer „Dôppelquelle" (oder 
einer unendlich. hohen Spîtze dér Flâche mit einem unmittelbar benach- 
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barten unendlich tiefen „Loch“), «-fâche Pôle den Charakter eines 
Quellensystems, das aus n Quellen und n Senken in unendlich enger 
symmetrischer Anordnung besteht Aus einem Pol entspringen Kurven- 
bündel aller Parameterwerte ù — a, die dann hier rückwârts wieder 
einmünden. Aus einem «-fachen Pol entspringen n solcher Bündel. 

Verzweigungspunkte haben àhnlichen Charakter wie Nullpunkte der 
Darstellung A, d. h. in ihnen biegen die Kurven scharf um. 

Wesentlich singulâre Stellen haben andere Eigentümlichkeiten, 
z. B. wie Quellpunkte, von denen nach allen Seiten Strômung ausgeht 
(1ns). 

Ist die Darstellung nicht in einer Flàche moglich, so ist die 
Funktion mehrdeutig, w-deutig wenn dazu n Blâtter gehôren. In 
v - fachen Verzweigungspunkten ist die Funktion im allgemeinen 
(n — j>)-deutig. 

Bei der Darstellung A oder B in mehreren Blattern kann man 
durch geeignetes Zusammenfiigen der aufgeschnittenen Flâchen diese 
zu einem zusammenhângenden Gebilde ( Riemannsche Flàche) ver- 
einigen. Die Lage der Schnitte ist hierbei willkürlich, doch müssen 
diese in den Verzweigungspunkten endigen. 

Eine andere Art der geometrischen Darstellung besteht in der 
Abbildung von geschlossenen Kurven (z. B. Kreisen) von der x, y-Ebene 
auf die u, ü-Ebene. Diese erscheinen abgebildet wieder als ge- 
schlossene Kurven. Umschlingt eine solche Kurve einen Verzweigungs- 
punkt einfach in der x, y-Ebene, so umschlingt sie den Bildpunkt 
mehrfach in der u, v-Ebene, ehe sie in sich zurückkehrt Die Zabi 
der Umschlingungen gibt dann die Zabi der Blâtter der Riemannschen 
Flàche an. 

Um eine Funktion auch für s = oo zu veranschaulichen, ist es 
moglich, die x,y- bzw. «, ü-Ebene auf eine Kugel zu projizieren, die die 
Ebene in einem Punkte, z. B. dem Nullpunkt berührL Von dem dem 
Beriihrungspunkt diametralen Punkt auf der Kugel zieht man Strahlen, 
deren Schnittpunkte mit der Ebene und der Kugel dann eine eindeu- 
tige Zuordnung aller Punkte der Ebene zu denen der Kugel liefem 
(stereographische Projektion). Auch der Punkt x = oo ist dann auf 
die Kugel projiziert. Von der Kugel. kann. man sodann ebenso aile 
Punkte auf eine zweite die Kugel berührende Ebene projizieren. Die 
beiden Projektionen liefem je eine wihkeltreue Abbildung. Die Ab- 
bildung der ersten Ebene auf die zweite, ist auch durch eine ge- 
brochene lineare Funktidn zu erreiehen. Der unendlich ferne Punkt 
wird hierbei im Endlichen projiziert. 



Klaasifikation der Funktionen, — Rationale Funktionen. 
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B. Spezielle Funktionen. 

1. Klassifikation der Funktionen. 


w = a z -f- b heifit lineare Funktion. 

w = heifit gebrochene lineare Funktion. 

» == a 0 -f- •& n ~ 1 + • • ■ + a „~i z H - a n gawre rationale 

anktion. 


g 0 jr ,, + gi-g *'~ 1 + -‘-+^-i-g + a» 

&o^* + & i * W_1 + • • • + b »-i * + b m 


heifit gebrochene rationale 


înktion. 

Ist w Wurzel einer algebraischen Gleichung, deren Koeffizienten 
inze rationale Funktionen sind, so heifit te eine algebraische 
rnktion. 

Eine nicht algebraische Funktion heifit eine transzendente. 


OD 


w = z n heifit ganze transzendente Funktion, wenn die un- 
o 

îdliche Potenzreihe für jeden endlichen Wert von z konvergierL 


2. Rationale Funktionen 

Ld ihre Umkehrung. Die Umkehrungen sind im allgemeinen nicht 
tional. 

i, Lineare game Funktionen 

w = f(z) = az-\-b, Umkehrung: z = <p(») = . 

Veranschaulichung: Jede Gerade in der x, y- Ebene bildet sich als 
ïrade in der u, w- Ebene ab und umgekehrt Dur ch Einfiihrung neuer 
jordinaten u , v mit Hilfe einer linearen Transformation (d. L geome- 
sch eine Verschiebung, Drehung und Mafistabânderung) lâfit sich 
le lineare Funktion auf die Form bringen: 

w = z , Umkehrung: z = te , 

i welcher die x, y* und die u, v-Ebene identisch werden. 

. 2. Ganze rationale Funktionen 2. Grades 

w — f(z ) =■ a z 9 -f- 6 z -j- c 

:sen sich . durch lineare Transformation (wie oben) auf die Form 
iuzièren: . 

w = f(z) = z* } ■ Umkehrung: z = tp. (w) = Yü> • 

-(- z und — z gehôren zu ein und demselben Wert w. Daher 
rd die Halfte der x, y-Ëbene (i. B. die Halbebene y > 0) auf die 
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ganze u, v -Ebene abgebildet Die Kurven 

x = const, y = const bzw. u *= const, v = const 
haben in der 


die Gleicbungen 

(A) 


u, v -Ebene bzw. x , y -Ebene 

{ + «4- Vu* + v 9 = 2x 9 
- « 4 W 4 o 9 = 2 y a 


(B) 


— y* = M 
2 #y = t>. 




(A) gibt eine Schar von konfokalen Parabeln mit 0 als Brenn- 
punkt (Fi g. 6). 

(B) gibt eine Schar von gleichseitigen Hyperbeln in der Halb- 
ebene y > 0 (Fig. 7). 

Statt der Abbildung (A) und (B) von rechtwinkiig gekreuzten 
Geradenscharen ist oft nützlich eine Abbildung rechtwinklig gekreuzter 
Kreis schar en und Radienvektoren: 

r = Vx* + y*, (p = arctg bzw. q == Vu 9 4°*> yj = axctg~. 

Das obige Beispiel w = z 9 , z — ^/vs geht in diesen Polarkoordi- 
naten dadurch liber in 

q e*v> = r 9 e* iç> , Umkehrung: r rf 1 ? = 

also 





Rationale- Funktionen. 
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£s entsprechen also Kreise um den Nullpunkt und Radien in 
der ganzen u, w-Ebene den Kreisen und Radien in der Hâlfte der x,y- 
Ebene. 

3 . Ganze rationale Funktion «-ten Grades. Aïs Beispiel nehmen wir 

w — f(z) = z n , Umkebrung : z *== tp ( 10 ) = y 1 w . 

Die Abbildüng der. x, y-Ebene auf !1 die u, w-Ebene wird auch hier 
sonders einfach in Polarko ordin aten 

q 6*^ => r n 6 int P , te** — 

Q = r n , yt = nq), r = y'~£, (p^yjjn. 


Kreise um den Nullpunkt und Radien in der ganzen u, v-Ebene 
entsprechen den Kreisen und Radien im n-ten Teil der x, y-Ebene. 

4. Von den gebrochenen . rationalen Funktionen betrachten wir 
den Fall , 


w « f(z) = 


1 

à» • 


Umkehrung: z = cp (w) 



Die Kurven x — const, y = const, bzw. u = const, v ~ const 
sind bestimmt durch die Gleidhungen: 


+ w 8 ) = 2x* 

CA) {' + 

__ (_ u 4 . y -J- „•) = 2 y a 

■ / — y* 

(B) j V‘ + rf = U . 

î~2 xy f. 

■ ' ' + y *) 8 5=3 ** 

und geben folgendes Kurvenbild in der u, w-Ebene bzw. x, y-Ebene. 
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3 . Nicht rationale algebraische Funktionen. 

Als Beispiel führen wir an: 

w = f(») = Vi -j*; » = ?(w) = Vl — »*• 


(A) 

( Ü* + (® 9 — “*) = 

{ t; 9 — y a («* — « 9 ) = y 4 

(B) 

( x * y 3 + « 9 (y* — * 9 ) — 

| ^y»-ü 9 (y s -^) = i; 4 



4 . Transzendente Funktionen. 


(A) 

(B) 


1. Exponentialfunktion und Logarithmus: 
o f(z) = e* = lim fi-j- — U mke b r ung: z = 

a= co ^ a ' 

ln y + v % = « 

axctg - = y 

{ e B cos y = « 
sin y = t/. 


<p(w) 


==ln w. 


Bei Vermehrung von z um ± 2 in béhâlt w — e* seinen Wert bei. 
Daher wird bereits ein Streifen der Breite y 1 — y, = 2 n der x, y-Ebene 
auf die ganze u, u-Ebene abgebildet. 

(A) System von. Kreisen r = const und Radien <p = const in der 
ganzen u, w-Ebene: 

r = Vu* + v*, tg<p = -^, z = lgf + içj. 

•(B) System von Kurven in den Periodenstreifen — n <y < + n: 
w *= tf® (cos y 4- * sin y) . 
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System von EUipsen und Hyperbeln in dér ganzen u, v-Ebene. 
| sin* <£of y = « 

( cos* (giny = w. 

System von Kurven in dem Periodenstreifen nn < * < (# + 0 71. 


Wichtige Formeln: 

sin (*±y) = sin* cos y ± cos * sin y sin 2 * = 2 sin * cos y 

cos(* ± y) = cos* cos y if sin * sin y cos 2* = cos 8 * — sin 8 * 

sin 3 * = sin * (4 cos 9 * — 1) 

_ cos3*=cos*(l — 4sin 8 *) 

cotg(*±y)^ co1gJf COtgyT1 

45 * cotgx ± cot gy 

sin* ± siny = 2 sin cos* 


t g t X± y) = **±.*lL 
zvzszy) i^tgxtgy 


cos* -{-cos y = 2 cos *t~ y cos 


2 

x-y 


cos* — cos y = — 2 sin sin - — - 

sin £._ V ^Ï, cosj = JE™ 
2 * 2 * 2 » 2 


. * 
tg T = 


2 

sin* 


2 

1— COS* 


2 l+cos* sin* 


-s; 


—cos* 


l+cos* 


cotgî 


sin* l+cos* 


2 1— cos* 


sin* 


■Vi 


+ COS* 


sin«* = » sin* cos" -1 * — 

— sin 8 *cos* _8 *-f- 

-f-^sin 6 *cos n ~ B * — ... 

cosn*=cos"*— QJsin 9 *cos n “ 8 * -f- 

+ (”) sin 4 * cos*~ 4 * — . . . 

cos «* -|- * sin nx = 

= (cos * + * sin *)" 

tg 2*=-^-, 

.1— tg 9 *’ 


cos* 


sin* = 


2tg — 
^ 2 


cotg2* = 


cotg 9 * — i 




COS * = 


2 cotgx 

l — te 8 

2 3tg*-tg»* 




cotg 3 « g * * — 3 cotg* 

3 côtg 9 * - 1 

wenn n ungerade : 

SÜl ’* “ fe)’" 1 [ sto »* - (î 1 ) sin (» - 2) * + (J) sin (n — 4) x — 

~ G) m (* — 6) 1) ’ sin 

C °S’* = (i)”' 1 [ cos „* + cos ( fl _ 2) X:+ Q cos ( W -4) * + . . . ! 

+ (-+ , )c°s*] 
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enn n gerade: 

i n x = J^cos nx — cos (w — 2) a; -J- j^|) cos (# — 4) x — . . . 

S n x = (-^) ft '[cos + (”) cos (f» — 2) « + (j) COS (n — 4) x -f- . . . 

4^)cos^] +©(!)' 


8. Hyperbolische Funktionen: 


a» = (Eof* 


e z + a' 


$0* = 


2 

©in* 


und ©in* = 


-, <£of 8 *-6in a *«l 


(Eof* 


(Eof* ’ (£ot0 *“ &ng 

Die Funktion ©in* wird durch das um 90° gedréhte Bild für 
* dargestellt. 

4. Zusammenhang zwischen verschiedenen transzendenten 
nktionen. 

gi* css cos x -f” i sin x. 

a ia => =a cos ( x ln a) * sin ( x ln a). 


> 8 n»< 


i, fl ( 8 n+i)«<— — 


(n ganzzahligl) 


a ib — q , wo g = V«* + & 9 , ç? == arc tg — , 




a — q< 

cos <p, 

5 == q sin <p . 


-f- ib) n 

= e 

ngtnip aa* Ç«(cOS»9J -f- 1 

’sinnç?). 


e ia 
X 

— e~ 

2% 

-<» * 
— , ©tn#-- 

»-e~» 

2 * 

sin ix— i ©in», ©in** = 

t sin*:. 

6* 

x <== — 

+ * 
2 

■<* - 

2 * 

cos ix — Œof x, (£of i x = cos x. 

i a 

X =« — - 

* É 

ix 

i<*+ 

-i» 

,-<•> *«* = ? 

®_ e ”® 

tgix =i%QX, %QtX — 

t tga?. 

rc sin x 


- i ln (t x -f- Y i 


■■ 3Tr &nx = ln(a: -f- V 1 -f x*); 

sin (ix) 

= * 

' Sire ©ht x, 


9tr ©tni* = i arc sin x ; 


c cos x 

= - 

-ihi(x + » VT 


Œof# « ln(z -f- Yx* 

-i); 

20S(ix) 

= i 

Strc (£of (i x), 


flfr Œüf(*#) = — » arc cos 

(**)• 

trctg# 

= - 

-±UîrJ?\ 


*%*.=;in(;+' 

: ' 


= » 

8ttcSCfl(^)> 


STr&g^#) = * arc tg * . 
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Spezielle Funktionen. 


In (ix) =ln(«) + (2 n + -i) ni 

^ ( *) = ln ( x ) -j- (2 n -J- 1) n i 

x i = cos (In x) -(- * sin (ln x) 

■ <■-««(£) +<*.(=) 

(cos <p ± t Sin ç>) * = C os x (<p + 2 n n) ± i sin x (<p -f 2 n n) = 0 i*»’». 

5. Berech n u n g einiger transzendenter Funktionen durch un- 
endliche Reihen. 


ln (x + iy) = ln / x* + y* 
+ 7 + 2 »»)*• 


VÏ=cos^+tsin|=^(l +»). 


< '= 1 + 7r + £ + - 

MH- 

to (7^) = 4 + T+T + -] 

g i® 

sin* = — — _ _L i 1 

Il 3 J ^ SI 

g® *4 

C0S2 = 1 _ L 

2! ‘ 41 T- - 


arc sin x = * 4- - 1 - — 4- lll IL 

1 2 13 ~ 2*4 S 


1 - 3-5 e' 


2-4-6 7 


arc tg g = * f- . . . 


i — 


•Si*» 3,** 

4! 


(M<°°) 

(M^ 1 * Z = 1=— 1) 
(1*1 «+±1) 
(|arj < 00 ; 

(kl <oo) 

' (1*1^4) 

«+±0 

(kl <2a) 


s*— l ' 2 1 2: 

wo die J5 ft die Bernoullischen Zahlen bedeuten: 

5 * = à 2 »- 1 *»* ( 4 + ^ + • • •) » i h. 

Bl== ~ë ; B * = 3Ô ; B 4 — 5 8 USW. 

5. Kugelfunktionen 1 ). 

a) hegendreaohe oder „einfache“ Kugelfunktionen. 
Allgemeine Definitionen. 

Diese Kugelfunktionen sind ganze rationale Funktionen einer Vari- 
ablen und eines ganzzahligen positiven*) Parameters ». Sie werden be- 
zeichnet mi t P n ( /tt ). » heiBt die Ordnung der Kugelfunktion. Man 

una Jatafc. 

“J Fûr negativ s. S. 5 9, 
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kann eine Kugelftmktion auch betrachten als Funktion eines Winkels 
indem p s= cos â gesetzt wird. 

Die Kugelfunktionen sind auf folgende verschiedene Weisen 
definiert : 

i. P^ (cos •&) sind die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung : 

00 

(1) =À — = yj r n -P n (cos &) fiir I r I < 1 

KJ yi-2fCos^ + f* " 1 11 

bzw. 

(U) “i.TTi 1 ’.)'” 4 ) für|r|>l. 


_n T 


»=0 


2. Setzt man p = cos ô = — , r % **= x* + y 9 + z*, so ist 


( 2 ) 


P, (cos 


r 

(— i>" 
ni 


r n+l. 


JL(±). 

ds % \r J 


3- Bildet man eine homogène Funktion w-ten Grades von r und 
z = r cos &, die der Bedingung A H n ( r , x) = 0 genügt, so ist 

(3) Pjcostfj-^.JÏ.M 1 ) 

. bis auf eine willkürliche Konstante C definiert. 

, v i d»Uu*-i) n ] 

(4) 4. •P»(a*) œ ^T£T* JÛ* * 

n 


(5) 5. JC“± cos ï’l / ^ r — 


( 6 ) 6 . 




dtp 


(p ± coa/pf/i*— i) n+1 


Bei 5. und 6. ist + oder — beliebig! 

7. P (cos 0) ist ein Spezialfall der allgemeinen Kugelfunktionen 

Yn(<P>#)*( 3 - S * 59 )- 

Transformiert man A V— 0 auf Polarkoordinaten r, <p, â (vgL S. 86), 
setzt die Reihe V= J]r n Y n (<p, &) ein und suçht speziell solche Lô- 
» 

sungen Y n , welche von <p unabhangig sind und nur von x = cobv 
abhàngen, so gelangt man zu der 

8. Differentîalgleichung 


( 7 ) 


»(» + i)y + ^;(0 -**)£;) = 0 . 


1) Atich Hn*» ~1 • P* ( cos #) erM't die, Gleichuag à Cf. 
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SpezieUe Ftmktionèn. 


oder 


(i -« 9 )^-2* T | + w(»+l)y==0 


d x 


( Legendresche Diflferentialgleichung). 

Ihre allgemeine Lôsung lautet: 

(8) y = APJx) + BQJx), 


wo A und B willkürliche Konstanten sind und 
schrieben ist. 


9. 


P n(p) = 


1-3-5 


. . (2 W — 1) 

«I 


X= fl 


= cos & ge- 


(9) 



»(»-!) 
2 ( 2 n — 1 ) 


/i * -8 


*(*- 1)(* — 2)(« — 3) n _ 4 , 
' 2 ■ 4 • (2 ft — 1) (2 n — 3) P ' 


Die Definitionen 1, 2, 4, 5, 6, 9 sind eindeutig, 3 und 8 lassen 
eine Kons tante unbestimmt. 8 gestattet noch eme zweite Lôsung, 
die Kugelfunktion 2. Art Q n (ji)- 

Es ist üblich, die Konstanten so zu wahlen, daû P„(l) = i wird. 


Rekursionsformel : 

(10) (» + 1)P»+i“ 3 (2» + i)fiP n — «P»-i 


oder: 


»+l — P P n + G“ -P» - Pn-l)- 


Differentialformel : 

Schreiben wir ^ ^ = P£, so gilt 


(H) 


PL 


* fr* •^ > » -Pu— 1) ^ Ji [- i) ^ »+i. P 


fi* — 1 


— 1 


P„ / +1 -P 1 î- 1 = (2»+i)P n 
■ fiPl-PZ-^nP». 
Spezielle Formeln: 
p oM = 1 

P 1 (^i) = COS &= fl 


p 9 (p) = -f- (5 cos 3 # + 3 cos 0) = -^-(5 jt® - 3 

P *G“) = ^(35 cos 40 -f 20 cos 2 0 + 9 ) = -f(35 /x 4 - 30 yit" + 3 ) 

P 0 G“) = ^g( 6 3 cos 5 0 + 35 cos3# + 30 cos 0) 

= ±( 63 fi*- 70 fi* + i$fi) ' 
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PM = 57^(231 cos 6 0 + 126 cos 4 0 + 105cos 2 0^+ 5o) : :i — ■ 
= ^(231 fi - 345 fi H- 105 fi* - 5) 

À (/“) = 7^4 (429 cos 7 + 23 1 cos 5 0 + 1 89' cos 3 0 + 175 cos 0) 


= 73(429 fi - 6937*“ + 315 a* 8 - 35 fi 


PM 


^84 (643 5 cos 8 0 + 3432 cos 6 0 + 2772 cos 4 0 
+ 2520 cos 20+ 1225) . 

= 7^(6435 /t 8 - 12012^® + 6930^.- 1260 t* 9 + 35). . ... 
Spezielle Werte: 

J°Bn+l(9) — 0 ' 

P (Q) — ( 1)"- <, 3 ‘5.- .(2”-0 

2.4-6... 2 n ’ 


Négatives Argument: 

P9 n (-fi = P*n(fi 
■Ps»+l( fi — — P*n+l(fi- 

Allgemeiner Verlauf der 
Kugelfunktionen im Bereich 

Die Legendreschen Kugel- 
funktionen sind oszillierend dnd 
ihr Betrag (auBer für /* = ± l) 
kleiner als 1. 

P n (fi hat n reelle, vonein- 
ander verschiedene Nullpunkte 
zwischen —1 und +1. 

Für gerade n sind die P n (ji ) 
gerade, für ungerade n ungerade 
Funktionen von p (Fig. 15). 

Integrals&tze für Kugel- 
funktionen: 

. Es ist (Orthogonalitât der 
Kugelfunkfioiten) 



+1 ■ - +i 

(42) J* P n (fi-P n (fidp *= 0 : für. ;w,.+ n , : J:j£ (fi d p 

—1 ■; —JL 


2 

2'i» + 1 " 
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Spezielle Funktionen. 


Asymptotische Darstellung für groBe Werte von w: 

(13) P„ (cos 0) ~ • sin { (« + j) 0 + ^}‘) . 

Diese Formel gilt nicht mehr fur die Umgebung von #= 0 und â=>n. 


b) Kugelfunktionen zweiter Art Q n (ji) >= Q n (cos &). 

Die aUgemeine Lôsung der Diflerentialgleichung (Legendresche 
Diff.-GL, vgl. S. 420) 


lautet: y *= AP n (x) + BQ n (x). 

Setzt man y = A 0 + A x x -f-' A 9 %* -f- • • •» s0 fordert obige Glei- 
chung die folgende Relation zwischen den A { 


(14) 


■4<+a 


(t-n)(» + t + i) 

(* + 1)(*+2) A *' 


Es bleiben also rwei A {> z. B. A 0 und A t unbestimmt. 
Es wird: 


(15) y-A 0 (l - ,) 

= A o&(*)+At.(*)- 

Für geradzahliges n ist dann das endlicbe Polynom p , fiir un- 
g crades n das endliche Polynom q n (bis auf einen Faktor) . idendsch 
mit den Legendreschen Kugelfunktionen P n . Dieser Faktor ist durch 
die übliche Nonnierung P n (l) = i bestimmt, so daû 


(16) 


(~l)»i 


3 . 


2 - 4 ., 


p n für gerade n, 


(46 a) P n — (— 1) K — 3 ‘ “ * i q n für ungerade n 

wird. Für gerades n heifien dann die q n , für ungerades n die p 
Kugelfunktionen 2. Art Ç B . Die Nonnierung kann analog erfolgen" 


(17) 


G.-M) 


n 

2 2 • 4 . . , n 

' î* à* S erade 


0 7a ) Q n — (“0 8 • V - V .?., 1 ^ u ?ger&de rt 

Gelegentlich werden auch andere Normierungen benutzt 

x ) f {*)'•** g W bedentet lim «* i . 

*-► «O g (#) 
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Nach dieser Définition bricht die Reihe für P n (x) mit dem 
n- ten Gliede ab. Q n (x) ist durch eine unendliche Rdhe dargestellt 
Hieraus ist P n (x) auch für x > 1 definiert, wàhrend dann die 
Reihe Q n (x) divergent wird. Hier konvergiert die -Entwicklung: 


(«) &W-T 


» i /i 

3...(2»+on/+ 1 


(”+1)(» + 2) 1 
2 ( 2 » + 3 )‘ x n+l 


(w+1)(* + 2)(n + 3)(» + 4) 1 

2 • 4 ■ (2 » + 3) (2 » + S) 


Es ist für x* < i 

(19) 

( 20 ) Qi(*) — “i +^’ ln 

Es ist für x 9 > 1 

(19a) Goto = -J ln (j~f) ' 

(20a) 5^») = ! _5ln^±l). 


Weitere Q n folgen aus der Rekursionsformel: 


(21) (n + l)Ç„ +l -(2» + l)*e„-»Ç._ 1 . 


Spezielle Werte. 

e»(i) 

Q n (0) = 0 für gerades n, 

Qn{°°) =°> . 

Q.(~ !)--<*. 

Negativer Parameter ». 

Wegen £_ n ~£ n+1 ; folgt: 

( 22 ) -^-(n+l) *= Qn’ 

Die Kugelfunktionen 2. Art kônnen daber auch aïs solche 
i. Art mit negativem Parameter n aufgefafit werden. 


c) Allgemeine Kugelfunktionen. 

, Die allgeméinen Kugelfunktionen sind Funktionen zweier Variablen 
cp und $ (Polarkoordinaten) und eines Parameters n. Auûerdem ent- 
h al ten sie 2 n -f- 4 willkürliche Konstantén. Sie werden bezeichnet 
mit Y n (<p,&). 

Die qngffT n ^' nftT1 Kugelfunktionen sind auf folgende Weisen zu 
. définieren: ' 
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Spezielle Fnnktionen. 


4. Man setzt 

cos ô = cosçjsin# = y,; sinç?sin# = ~, r* = x* + y* + **• 
Daim ist 

a* (-) 

(23) y>.*)=' n+1 i7 ^7- 

Hierbei ist a + /? + y = « • Durcb verschiedene Wahl der a, fi, y 
sind 2 n -f- 4 verschiedene Funktionen Y n , die voneinander linear un- 
abhângig sind, defini ert. 

2. Bildet man eine homogène Funktion n-ten Grades von x, y, z, 
H n (x, y, g), die die Bedingufig 

^« = 0 

erfiillt, so ist 

bis auf 2n -}- 4 Konstanten definiert 1 ). 

3. Es ist 

(24) Y n {cp, ê) —JjJAn c °s*»<P + B m sin m cp) sin* ê 
Die Ausdrücke 


(25) sin* ê * WP ” (C ° - JP = P* (cos 0) a ) 

v 1 d{ costf) m * v ' 1 

heifien „zugeordnete Funktionen", sodaB, man auch schreiben kann: 


Y n (<P> &) ( A « co s m cp -j— B m sin m cp) P® (cos &) . 

m=0 

Die A m und B m sind 2 n r{- 4 willkürliche Konstanten. Die Funktionen 
cos m<p P™ (cos 0) und sin m <p P™ (cos #) heiûen „ symmetnsche Kugel- 
fmktionen". 

4 ■ Die Y n (cp, û) sind Losungen der Differentialgleichung: 


(26) *(«+i)y.+s ï -5j(i 

Ist — 0; so ’wird Y n <= C ■ P n (cos d) . 


a* Y. 


sin* 3 y* 


0. 


*) Anfier erfüllt anch die Differentialgleichting.: = 0 . 

«1 


*) Manche Autoren fUhren noch einen Faktor, z. B. 


(n-f »»)1 


ein. 
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Bedeutung von Y n : 

Aus 1. folgt, dafi Y n (ç?,0).das Potential auf der Kugel r=i 
darstellt, wenn im Zentrum r = 0 ein System von Dipolen liegt Die 
Legendreschen Kugelfunktionen erhâlt man, wenn deren Achsen aile 
parallel zur z-Achse liegen. 


d) Zugeordnete Kugelfunktionen. 
Die zugeordneten Funktionen 

P?( 


sin w fl 

2*(«)I d/t n+in 


sind darzustellen durch 
(25 a) 

und als Intégral durch 

Jt 

(25 b) — ■ —J* (|U + cos cp Y jj? 4) n cos mtpdcp: 

o 

, ’ ' 1 1 

Die zugeordneten Funktionen erfüllen die Differentialgleichung: 
(27) (»(» + !) + = 


Statt dieser zugeordneten Funktionen- fiihit HèlmkoUz di^Funktionen 


( 28 ) 


dft*? ■ 


ein, welche die Differentialgleichung ■„ ' 

a ' . ' > 1: 

(29) (1 - 2 (tn -f : 4 }fi + (f»<n!-^ 4) - m {t* + 4)) y - 0 % 

erfüllen. .. 

, ■ ; 1 '.v - ■ ■ ' 

e) Integralsâtfce. r « 

4. Sind Y n (ç>, d) und Y m (<p, #) zwei beliebige Kugelfunktionen, 


so ist 
(JO) 


tt S» 


£ J" Y n Y m sîà&d&dça==0 ; fur 


Y n und sind also «orthogonal". 

# und (p sind auffaBbar aïs Polarkoordinaten sin &dâ dq> = do 
bedeutet dann ein an der Oberflâche der Kugel vom Radius r =1 
gelegenes Flachenelement ’ ' 
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Spezielle Funktionen. 


2. Wird m — n und bedeutet y den Winkel eines Radius nach 
(0, ç?) gegen den festen Radius (0', yf), so ist 


JC 8 TC 


(3 * ) J / y " • p n ( cos y) sin #dôd<p = J-J- y w (0', ç>0 . 

ü 0 


Dabei ist 


cos y = cos 0 cos 0* -}“ sin 0 sin 0^ cos (<p — q?') . 


f) Entwicklungen nach Kugelfunktionen. 

1. Entwicklung nach allgemeinen Kugelfunktionen: 

O 2 ) 


n=0 


Die Glieder Y n der Entwicklung sind bestimmt durch 


je Bjc 


Y n (&> <p) •= J J f(&> 90 -P» (cos y) sin & d&' dqf. 

o o 

2. Entwicklung nach den symmetrischen Kugelfunktionen: 

(33) [«no p *( cos ^) + ^ (« nw cos m 93 + m sin w» <p) P” (cos 0 )] 


»=0 Mail 

Die Koeffîzienten sind bestimmt durch: 

jc S jc 

2n 4- 1 
a 

nu n 

0 0 


'no = ~ ~ 1 J J f( 0 , 95) (cos 0 ) sin 0 d 0 dç? 

00 

« 8 jt 

fl nm = Jî J (^, 99) P” (cos 0) cos w 9? sin 0 d 0 dç? 

0 0 

« 8îï 

t 2«+i(»— »»)i r r 

° nm_ " 2» J J f{&><P)Pn (cos0)sin»*9>sin.0d0i9>. 

0 0 

3 . Entwicklung nach einfachen Kugelfunktionen: 


(34) 


n=o 


die Koeffîzienten c n sind bestimmt durch 

+1 

2 «4- 1 
C ^ 2 

-1 


+1 

1 = “~T~ JVfaO-P* M d f* • 
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e: 


“7======L======= *= VV" P (cos &), (r < 1) 

V * —2rcoaô +t* n\ \ j 

tt— 0 

r^fiW+ï) ((2 « + 0 **» (*) + (2 » - j)ËîL+i)p fii _ t (,) 

_ 7? p. + og ? .- flj>M _ 4W+ .„) 

-a Te ■■P«i-Sfc(*)» 

*-»* -12» 4« \ * ) (2k + X) . , . (2m — 2 A + lV 


6. Zylinderfunktionen 1 ). 

a) Definitionen. 

nderfunktionen sind Funktionen eîner Variablen * nnd 
ters p, der beliebige (reelle) Werte annehmen kann, 
x ist die Funktion nur bei ganzzahligem p definiert 
iderfunktionèn sind gewisse Lôsungen der DifferentiâU 

y = 0 ( Besselsche Differentialgleichung). 
meine Lôsnng heiBe: 

y = Z f (%Y). 

:tion u — Z p (r)-e iptp genügt der Differentialgleichung 
wo q> das Azimut um die z-Achse, r den Abstand von. 
edeutet, und u nicht von z abhangt (Zylindersymmetrie). 
runktionen erster Art I p (z) (Besselscha Funktionen), 
îniert: 

ezialfall von Z p (x) aus der Bedingung, daS 
(0) endlich ist für p^O 

I p (x) = 0 ist für x = oo. 

I Q (x) «= 4 für x = 0 . . . ' 

weiterer Formeln, Tabellen mxd Literaturangab en. ygl. Jaknhe 
nentafeln S. gof. 

a- dy / 

emeinero Gleichtmg : ( 6* 3 ] y <=0 bat die- 

ax* x .. ax \ x v ■ ■ 

p (b ar), wo g » ----- nnd p* + 1>*. 

2 - ' ' 
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Spezielle Funktionen. 


2. bei ganzzàhligem p als Grenzfall der zugeordneten Kugel- 
funktionen P“ (vgL S. 61) fur n = oo, nàmlich 

(2) I (*)-(- *? ' iln fl? (“s £) ■ 

fl— oo 

3. bei ganzzahligem p durch das Intégral 


( 3 ) 




e taca *v cos p <p dy . 


Daraus folgt für gerades p 


7» ** 

(3a) = t^-J*cos(ü;cos9p)cos2«97<i93 = ^J*cos (z sin çj) cos 2*193^9?, 

für ungerades p 

JT 

sin(*cos<p)cos(2n + i)ipd<p 


(3 b) 


». I 

= J- J sin (x sin <p) sin (2« -f" 1 ) 9 &<P‘ 


4 . I p (x) ' 2 t p = c p ist der Koeffizient der F ourierentwicklung 
( 4 ) fl* 0008 ® = y c 0 -f- Cj cos O) + c a cos 2 co + . . . -f c p cos p CO '+ . 
und wird demnacb dargestellt durch die Potenzreihe 
( 4 a; s. /(*)=^LA- _£_ 


9 W pi V • 2 PP+ 2) ~ 2-4 (2/> + 2) (2p + 4) 

_ (-0** P+8 * 
i^O 


^2 ,,+8 *.A!(/»+A)i 


Für nicht ganzes p ist in dieser Summenformel Il{j>-{-k) statt (p-\-k)\ 
einzusetzen (vgL S. 70 ). 

b) Zyliçderfunktionen ,z weiter Art. 

Als Zyliûderfunktionen zweiter Art werden verschiedene Funk- 
tionen gebiaucht. 

(5) 1. »,(,) = - ->-*,(*) = '-ri*) , 

( 6 ) 2. 3 ?> (x) = I r (x) f i N r (*) = -jjL, (,-»,< (,) _ w) _ 

(7) 3. Hf (*> = /„ (*) - W = -^L l s {x) _ lf M) . .. 
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H® (x) und Ep' 1 (x) heifien „Hankelsche Zylinderfunktionen“. 

Ihr Àufbau 

fï ü) = I + iN, = I — iN ist analog e ia — cos x + * sinz, 

e -im _ cos x _ isinaî. 

Diese Definitionen versagen für ganzes p. Durdh Grenzübergang findet 
man hier die Entwicklung: 

<8) 4- W,W = 4{/,(*)(to|-(H-4: + | + ... + -i-)+Inr)- 

-Ê (- rffêfr W - - 1 P' (4T‘£} 

*=1 J i =0 r ■ * 

ln y = 0,57722 = lim (^1 -| — ^ — | — | — (- ... -( — ^ lnn) heiJBt Eulersche 

n= od v 2 3 n y 

Konstante. 

c) Allgemeine Beziehungen. . 

Für aile bisher genannten Zylinderfunktionen Z p gelten folgende 
Beziehungen: 

1. Rekursionsformel: 




Hieraus folgt speziell: 


^a — ~^Z X — Z» 

Z a = --j- Z 0 -{i-^jZ 1 usw. 

Z_ x *= — Z x , 

Z. % ^^Z l -Z 0 ww. 
und allgemein für ganzzahliges p: 

{9a) 2- t = (- ïfZ,. 

Aus Z 0 und Z t sind daher aile Z p für ganzzahliges p ableitbar. 
2. Differentialformeln: 


{ 10 ) 

Hieraus folgt speziell: 


££e — , _ È. z ' -h Z • 

/i* « ® ' P - 1 


<^o(*) 


^(*) ■ ■ 

djp ' 1 ■ ■ 

M*deluû(f, Mati. HflftnUtteL s. Âofl, 


•?,(*)> 
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Spexiellâ Funkübnen. 


8. Integralformeln: 

(lia) SxP*'Z t (x)ix = x’+*Z t+1 (x). 

Speziell ist : 

JxZ 0 {x)ix = xZ 1 usw. 

(1 1 b) /*-<■+> Z t {x)ix~- *-»+» Z f _ , (*) . 

Orthogonalitât der Besselschen Funktionen: 

i 

Si o (<* m x ) h («„ x) x dx = 0 wenn 7 0 (a J = I Q (aj = (> 

0 

1 . 

= .. «O-o. 

0 * • .. 

d) Die allgemeine Lôsung der Besselschen Differentialgleichung. 

Fur die allgemeine Lôsung der Besselschen Differentialgleichung 
sind zwei voneinander unabhangige Zylinderfunktionen zu verwenden. 
Hierfiir eignen sich : 

a) fur reelles x 

1. I p (x) und 7_ P (x) auûer fiir ganzzahliges p, da 7 p (x) und 
7_ p (x) in diesem Falle, numerisch gleich werden. 

2. I p (x) und N p (x). . , 

b) für rein imaginares x 
I p (ix) und Hp\ix ). 

e) Spezielle Formen von Z ylinder funktionen, 
wenn der Parameter ein Bruch mit dem Nenner 2 ist. 

i. J + (*) = V^5in* 

h(.*) mm ^h^r L - c 05 *) 
w = ((^ - 1) s “* - T cos *) 

usw. 

2- / -^W = 'V^ coa * v 

= + (-!•- l)cos*) 


usw. 


Zylinderfunkticmen. 


nw= fë** 

N. (x) = — \P^~ cos x 

■$ W ' 7CX 


'«_*(*) = V^ sin *- 


f) Grenzwerte für kleines as. 
4. Reelles Argument 


lim x = 0 : 


a ) 7 oW= ^ 7 P W 

aw=1> .J 


/,(*)= 




= 5W’ weaa P> 0 

= 0 , wenn p <. 0 und ganzzahlig 

= oo , wenn p < 0 und nicht ganzzahlig 


b ) »o(*) = — w0 y — 1.7811 ... ist 

».(*) 

1 V ' 31 X 

c) fl , 0 w (*)« 4 --In — 

u v ' 3t y x 

2. Imaginâres Argument. 

a) / 0 (*^) = 4 

■ Il (* *) 2 

b) »,(<•) + < 

c) »£>(i.) — ' 


' (12) 


g) Negativer Parasneter. 
I^ p =s= /..cosÿn — Np-smp7C' 


Es wird also: 


/_,= (— »-, = (— 1)’», für ganszabliges p. 

», itoft» +j) n) «I p =»4- i ■ 


I 
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Spezielle Fnnktionen, 


Negativ reelles Argument. 

Ist p ganzzahlig, so wird 

(«) y- *)=(-!)%(*). 

Ist ÿ = « ~j- | , so wird 

(14) /, (— %) = ± Hp( x ) (nût unbestimmtem. Vorzeichen). 

Für beliebiges p wird I p ( — x) vieldeutig wegen des Faktors x p . 







. Zyliûderfunktionen. 


h) Asymptotische Werte für grofie Werte des Argumente as 
und im Vergleich zu as kleinem p 1 ). 

lim x = oo. 

(15a) . H® (*) ~ *) 


(15 b) 




daraus wegen 2 I v — H® + H® : 



für gerades p 
für ungerades p . 


Analogie zu den Exponentialfunktionen. 

.ia 

1. I p [x) entspricht — . 

Es ist periodisch für grofles x mit der Période 2n. 

2. Rp } (ix) entspricht e~ a . 

Es ist monoton abfaUend, asymptotisch auf Null. 

3. Hp ] (ix) entspricht e m . 

Es ist monoton nach 00 ansteigend. 


i) Entwicklung nach Zylinderfunktionen. 

Ih Analogie zu den Foutierschen Reihen gilt (unter Voraussetzung 
der Konvergenz): 

1 

( 16 ) f(x) <= 2A a I 0 (a x) + A 0 , wo A 0 = f f(f) t dt ist, 

a 0 

. . 1 

0 

Hierbei ist die Summe zu erstrecken über die sâmüichen Wurzeln 
x — a der Gleichung I 0 (%) = 0 . 

Entsprechend den Foutierschen Iûtëgralen gilt femer die Beziehung: 

( 17 ) f{x)*=r fl 0 (sx)sds Jf(t) I 0 (s t)tdt. 

0. . . 0 • 

*) Wegen genauerer AbscMtzimg vgl. z, B. Jahnk* u < Emde, Funktionen- 
tafehi, S. 102. 
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Sperielle Funktdonen» 


7. Gammafunktion 1 ). 

Das Produkt 4-2*3. ..« = «1 heiût n Fakultat Der Ausdmck 


U(x) = lim 


1 - 2 - 3 . ..n-n* 


»=« (* + l)(* + 2) ...(* + «) 

ist für ganzzahliges positives x gleich %\ Dieser Ausdruck, der für 
jedes komplexe, von einer negativen ganzen Zahl verschiedene * kon- 
vergiert, liefert daher eine F unk tion, welche die nur für ganze positive 
x definierte F unkti on xl zwischen diesen Werten interpoliert und für 
négative x (sowie für das komplexe Gebiet) extrapoliert [Es kônnen 
no ch beliebig viele andere F unk tion en angegeben werden, die das 
gleiche leisten, z. B. 

Ü(x)‘C os (2 nnx)]. 

Die G amm af unk tion r(x) kann folgendermaôen definiert werden: 
(4) r(x) = 1 l{x - 4) = lûn ,( af + 1 )^ 2 )...(* + n-i) ' 


( 2 ) 


00 

P(x) = J * (Eulersches Intégral). 


Beide Definitionen laufen auf dasselbe hinaus. 
Es gilt die Integraldarstellung 


( 3 ) 


toi» - J[(* - i)e-‘ - * 


Allgemein gilt 

(4) r(x + t)—x-r(x), 


n(x + i) = (x+.i)-n(x) 


( 5 ) 

Wenn daher T(x) in einem Intervall zwischen zwei ganzen Zahl en 
bzw. in einem vertikalen Parallelstreifen der komplexen Ebene (z. B. 
zwischen 4 und 2) bekànnt ist, so ist r(x) für beliebige Werte leicht 
berechenbar. 

Spezielle Werte: 

r(i) - r(2) = i = a(o) = n(t), 
r®=Yï.~n(-ÿ, 
r®- iVS-affi. 
r(- 1) — aVS-zr(-|). 



4 ) Tabellen ttsw. rgl. Jahnke u. Etude, F unktioaentaf eln, S. 26. 
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= o , wo n eine positive ganze Zabi bedeutet, 
r{x + w) == (x + n — i) (x + n — 2) . . . x>T(x) , 

Das Residuum von r(x) bei x = — - n ist: -tlll!.. 

w «l 

Für sehr grofie positive x ist 

lni7(*)~(# + |)ln#-— tf + lnV'Irc’ (vgl. S. 12). 


8. Elliptische Intégrale und Funktionen 1 ). 

F-jF(* f y5+îï + y x* + àx 9 + ex é ) dx heiBt ein elliptisches 
Intégral, falls F eine rationale Funktion ist, und «+/?*+.. .«**=0 
nur einfache Wurzeln bat V lafit sich durch die Substitution 

X — au ^ die Form bringen 


(1) v= f0(t, V± (<' + T) (i' + ri) it '= it, 


wo 0 eine rationale Funktion, X, jjl reelle Parameter sind. 0 (i, T) karm 
man auf die Form bringen wo M usw. ganze Funktionen 

von f 9 und T sind, bzw. durch Erweitem mit M'—N'T in die Form 
P-\-Qt , wo P und Q rationale . Funktionen von i 9 und T sind, also 
V= f Pdt-j- f Q'tdt. Das ^Intégral J* Qtdt kahn durch die Substitu- 
tion u ~ t* auf elementare Funktionen zurückgeführt werden. J Pdt 
àndererseits auf die Form 


.<?)•■ fW(t>)dt+-j^—, 

-worin W und 0 rationale Funktionen sind. Ersteres fiihrt auf elementare 
Funktionen, letzteres fiihrt auf ein elliptisches Intégral 

T kanh die folgenden Formen rhaben: , . 


; . i. r= v+(i 9 -i 9 )(^-^ 9 ) 

2 . r=V-(« 9 -i 9 )(^- y u a ) 

3 . r=y+ («•,+*•)•(<■ -!«•)■ 

,4. r— V-c/'+i 1 ) («’-/»•) . 

5. r=y+(< , -M>j (<»+/.*). . 

Allé konnen auf dieselbe Form gebracht werden durch Ânderung dér 
Variablen. Man setze 


*) Wegén Tabellen usw. vgl, Jahnh» u. Entât, FunktionenUfeln, S, 461 
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Spezielle Funktionen. 


!• -^ 9 =Æ®< 1 . Fürf 9 <A 9 setze i = 

für $ 9 > X a setze t = — 

2 . ÜL T 1 * = #» 


J- *’><“’ ïïT? = ia 


4. ^CyK 1 


^ — jM» 

A* + P* 


5. A 9 < i u 9 rljZÏL^k*. 


Daim wird 


/ r "‘JW 


X*) (i-h 9 x*)’ 


wo i4 in den 5 Fâllen einen verschiedenen, von X, p, k abhângigen 
konstanten Wert erhâlL k heiflt Modul. 

® ( t 9 ) kann zerlegt werden in ganzè Funktionen und Partialbrüche: 






Nun gilt die Rekursionsformel: 

(5) (2n — i)k , J^~-~( 2 n — 2 ){l+k , )J^~l 

+ (2ft - 3) J =■ V(1 - **) (1 - ***•). 

Daher ist es môgUch, aile J auf undj-^i zurücfauführen. 

Die GUeder der FormJ ^^. ii lassen sich in âhnlicher Weise 
aUf Und /(T+mT “rfckfühien. Die Intégrale Jiÿl 

md J C H-et^r heiBen Norma ^p<^ I; 2. uni 3 . Gettung. 
Elliptische Funktionen. 

Die effiptischen Funktionen sind die Umkehrfunktionen der eltipti- 
schen Intégrale. Sie sind doppeliperiodische Funktionen des komplexen 
Arguments « mit den zwei komplexen Perioden ® 1 und œ a , so daÔ 

^ =, /’( w + »»iûJ 1 +fflj©i) (%, «h» ganze Zablen) 

wird. Sie sind im Endlichen überaJl bis auf Pôle regulàr. Das Verhaltnis 


CD = ~ 
“Ù 


Elliptische Intégrale and Funktionen. 
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îtets nicht reelL Die komplexe «-Ebene ist dann in Parallelo- 
îme eingeteilt, deren Eckpunkte ein Gitter « 0 + co x -f- m a a) 9 
:ri. In entsprechenden Punkten verschiedener Periodenparallelo- 
urne bat dann f(u) den gleichen Wert Ist a der Winkel zwischen 

Seiten a und 6 des Parallelogramms, so wird — = , âlso 

fflg . 0 

incoj. 

3-roûe q = e a * 

q as e iJtm = g b 7X81110 j^cos n cos aj -{- % sin n cos ajj . 


Jede doppeltperiodische Funktion /“(«, co x , a> 9 ) kann aïs eine 
nale Funktion der beiden elliptischen Funktionen p(u, co x , a> a ) 
(u, co x , co a ) dargestellt werden; dabei ist 


p(«) 

p'M 


j_ , y?' i _ i 

flh, m* L' 


2 yT / _i_ 

<Z« (*-»)• 

«1, m* 


ee> == a> 1 + w*a co a bedeutet und die Summen tiber aile garn- 

ir en Werte fiir m x und m 9 mit AusscMuB von tn x ~ m a — 0 zu 
2 cken sind. 

Das führt zu folgender Entwicklung : 


» 


■£+ 


an 


a I 1 

ft* +3i 



/2aY n l y 7 nB g aft i 

L 216 3 ^L 1 "'î 8n J’ 


3hat in den Punkten u = co 9 Pôle 2. Ordnung, p' («) 

lier Pôle 3; Ordnung. 

Weiter werden folgende (nicht mebr doppeltperiodische) Funk- 
n. benutzt; ... 

u j(uu)-~\du 

£(u) = f P (u) du , o(«) = w-«o 

0 , 

ït dabei 

f (« + o>i) “f + C(u + <ü 9 ) = C(«) + Vf 

sxnd 7 ] x und rj a von u unabhangige Konstanten, utid zwar 
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Spezielle FunJrtionen. 


wâhrend r ) 1 daraus durch Vertauschung von û > fl und co x hervorgeht. 

{ 12 ) a (« -j- û)J => — t x ^ U+ a )‘0(u), a (« -f- û> a ) = — e * 8 .(«) • 

LiouviUesche Sâtze: 

4. Es gibt keine nicht konstante elliptische Funktion, die im 
PeriodenparaHelogramm überall endlich ist. 

2. Die Summe der Residuen im Periodenparallelogramm ist Null. 

3. Die elliptische Funktion nimmt jëden Wert im Periodenparallelo- 
r gramm gleich oft an wie den Wert 00. 

Jede rt-wertige elliptische Funktion mit den n einfachen Polen 
4 t x ...a n lâBt sich darstellen durch eine Reihe 

(13) f(u) = A — “*)> 

fc=i 

wo die zu den Polen gehorigen Residuen sin<± 

jede n-wertige elliptische Funktion mit den Polen a x a % . . . a n der 
Ordnungen v 1 v 9 ...v n làfît sich darstellen durch: 


(14) f(u) =. A +J? [«*£(*--«*) + « fc V («-«*) + (*'-"- «J + •■ * 

+ &-*p*r* («-«*)]• 


Ist 


wo 


c 



» = •^jV4* 8 --g,*-g 8 = V(* — «J (*-e 9 ) (* — s 8 ) 


mit 

so wird umgekehrt 


e i + e * + Œ 0 , 


* s =PM = P(« + «iWi4-«,Oj), 

ii = p'(v) = 2 v'(* - tfj - * s ) (* - * 8 ) = 2 w. 


-Dabei ist 


P( 0 ) = $> (cüJ = p (cu s ) = 00, 



z ist eine doppeltperiodische Fiinktion von 14. u ist eine unendlich 
vielwertige Funktion von z, die auf der zu œ gehorigen, bei e x <s 3 
und 00 verzweigten Riemannschen Flache selbst unverzweigt ist 
Setzt man 

(15) f- — F(k r )~ f . %= 

J V(i -**)(! -****) J VI-** sb*j> 

0 0 
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■vvo x — sin cp , so nennt man 93 die „ Amplitude “ von u, Das fiihrt 
&xd folgende Funktionen: 

£ d 6 a) x = sin amp («) = sn («) = u — (1 + Æ*) H- • • • 

£ d 6 b) 


Vi — x a = cos amp (u) = en (u) 

= l-^ + (H-4 **)£-- 


(d 6c) 


Vl — &*x 9 = A amp («) = dn («) 

gn, en, dn sind die Jacobischm eltiptischen Funktionen, und zwar hat 
sn(«) die Perioden co 1 = 4 K, co 9 — 2%K' 

cn(«) die Perioden cOj = AK, a> a = 2K-\- 2iK* 

dn(«) die Perioden co 1 = 2K } cu 9 = 4iK', 


•wobei 


K 


= f -— d<p - == , K' = f - dcp .- — = und ft /9 =l — 

J yi —‘A® sin a 9? J yi — A 79 sin® tp 


k*. 


0 0 
Zur Berechnung von sn, en, dn dienen auBer obigen Reihen 

SLiicb die Formeln 

07) cn M = v/?£$' 

J -n — 

-wobei v = q = o K und die vier Theiafunktionen 

2 A 

dur ch Reihen darstellbar sind: 

f ô Q (y>q)= 1 —2 qcos2iriv -f- 2 g* cos 4 wu — 2q 9 cos6nv + ... 

1 i A *£ 

(v, q)«=‘2q* sinnv — 2 q* sin 3 nv -f- 2q*- sin 5 nv. — .. . 

i a ÎS. 

(*» ?) *= 2 ?* cos n v -{— 2 q* cosînv +2 g* cos 5 nv + . . . 

# 8 Çv, q) = i + 2 q cos 2 nv + 2 j 4 cos 4 nv + 2 q 9 cos 6nv-\~... 
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Fünfter Abschnitt. 


T ransformationen. 

A. Allgemeines über Transformationen. 

L Bedeutung einer Transformation. 

Eine Transformation ordnet einem Wertesystem x 1 x a x a - .. x n ein 
anderes x x x^ ... x n ' zu durch ein Systém Von Gleichungen der Form 



Die sollen im folgenden stetige Funktionen mit von Null ver- 
schiedener Funktional-Determinante (vgL S. 80) sein. 

Eine solche Transformation bedeutet geometrisch 

1. eine Koordinatenanderung. x 1 x a ...x n sind die ursprüng- 
lichen Koordinaten eines Punktes einer n - dimensionalen 
Mannigfaltigkeit (bzw. homogène Koordinaten einer n-i- 
dimensionalen Mannigfaltigkeit). x x x a ... x n ' sind die neuen 
Koordinaten desselben Punktes. 

2. eine Verschiebung des Punktes x x x 9 ... x n in die neue 
Lage x x x a ... x n f im selben Koordinatensystem. 

3. eine Abbildung der Mannigfaltigkeit x ± x a ... x n auf eine 
andere x x x a . ,.x n '. 

1, Koordinatenanderung. Wir gehen aus von einem Cartesischen 
Koordinatensystem. 

a) Sind die f i (x 1 ... x n ) beUebige Funktionen, so hat man ein neues 
im allgemeinen krummliniges Koordinatensystem (Spezialfalle 
siehe B. Koordinatensysteme). 

b) Sind die lineare Funktionen der x v so erhâlt man 

a) fur gewôhnliche Koordinaten ein geradliniges (i. a. schief» 
winkliges) Koordinatensystem, bestehend aus piaraUelen 
âquidistanten Geraden (affines Koordinatensystem), 

b) für homogène Koordinaten ein geradliniges Koordinaten» 
System, bestehend aus (n — i) Strahlen- (Ebenen-) bïindeln 
(projektives Koordinatensystem). 
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2. Verschiebung. 

a) Sind die /J beliebige stetige Funktionen, so er halt man eine 
endliche Verzerrung, bei welcher ursprünglich gerade Linien zu 
Kurven werden. 

b) Sind die lineare Funktionen, so erhalt unan eine homogène 
Verzemrag. Gerade und Ebenen bleiben solche. Sind sie ur- 
sprünglich parallel, so bleiben sie es. Kegelschnitte und Flàchen 
2. Grades bleiben solche unter Ânderung ihrer Achsenrichtungen 
und Verhâltnisse. Konjugierte Durchmesser bleiben konjugiert 
3* Abbildung. 

a) Durch beliebige Funktionen wird die Mannigfaltigkeit x x ...x 
auf eine andere x^ ... x n ' abgebildet Hierbei ist L a. die Ab- 
bildung nicht eindeutig, d. h. einem Punkt x l ...x n entsprechen 
mehrere Punkte x 3 ' . . . x n ', bzw. mehrere Punkte x L ...x n ergeben 
denselben Punkt x/ ... xJ . 

Für « » 2 ist die Abbildung konfoim, wenn 

und' d*/ . ' 

dx x dx a dx a dx t * 

b) Durch lineare Funktionen f { wird die ganze Ebene x 1 ... auf 
die ganze Ebene x^ ... eindeutig abgebildet. Sind die x gewôhn- 
liche Koordinaten, so entsprechen den oo femen Puhkten wieder 
ooferne, nicht aber für homogène . Koordinaten. 

2. Spezielle Transformationen. 

a) Lineare Transformation. 

Die lineare homogène Transformation, zunâçhst für drei Koor- 
dinaten, ist dargestellt durch das Gleichungssystem 

x^ *■* x^ -j- a la Xg -j- a^g Xg 

<1) V* «91*1 + *99 *9 +*98 *8 

Xg =» a ai x a -f- Ugg Xg -j- a 88 x a , 

Ihre geometrische Bedeutung ist 

.a) eine kollineare Transformation (projektive Transformation) in der 
Ebene, indem man die x t und x[ als homogène, Koordinaten in 
der Ebene auffaBt: 



Gerade und Kegelschnitte bleiben solche. 

Parallèle Liniensysteme werden zu Strahlenbüscheln. 
Harmonische Strahlenbüschel bleiben harmomsch. 

Der oo ferne Punkt- wird im allgemeinen zu einem endlichen. 
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Allgemeines liber Transformationen. 


Die Transformation ist âquivalent der folgenden: 

x f _ *u* + *x»y + *t9 . y r _ a *i* + a ny + a n 
a t i x + a aay + a m > V «ai * + + ‘ 

Ebenso ergibt sich eine kollineare Transformation im Raum mit 
4 homogenen Variablen. 

b) eine affine Transformation im Raum, wenn die x v x{ gewohnl iche 
inbomogene Parallelkoordinaten sind, (L h. Gerade und Ebenen, 
Kegfelsdmitte und Flacben; 2. Grades bleiben solche. Paxaiïëïê 
Gerade und Ebenen bleiben paralleL Richtungen und Winkel 
werden im allgemeinen geândert. Der Nullpunkt bleibt Nullpunkt. 
Der oo feme Punkt bleibt im Unendlichen. 

Die lineare Transformation fur « Variable ist gegeben durch die 
Matrix a ihrer Koeffmenten: 

( 2 ) a = 


Die Transformation heifit singular, wenn ihre Déterminante verscbwindet. 

Zwei nacbeinander ausgeübte Transformationen sind âquivalent 
«iner einzigen, der en Matrix c gleicb dem Produkt (b a) der beiden 
Matrizes a tmd b ist. Dieses wird gebildet wie das Produkt zweier 
Determinanten (s. S. 8, Formel (7), i). Die Fdktoren sind im allgemeinen 
nichi vertauschbar: 

(3) *«*(&«) + (* 6). 

Für drei nacbeinander ausgeübte Transformationen gilt 

(4) d — c (b a) = (c b) a , 

d. b. sie ist âquivalent einer Transformation a und einer auf sie folgen* 
den (b • c) . Die Matrix der inversen Transformation, d. b. einer solchen', 
die die erste (a) rückgângig macht, heiBta -1 . 

Die Transformation a~ 1 lautet: 

( 5 ) + + + 

usw., wo a die Déterminante der a ilt und A ilt die Unterdeterminante 
zu a ilt bedeutet. 

Die Transformation (<z a -1 ), deren Matrix lautet: 

1 0 0...0 
0 i 0...0 
0 0 1...0 

0 0 0...i 

beiût „identische Transformation* 1 . Man scbreibt aa~ x = i. 





} 

i 

i 

î 




Spezielle Tranaformationec. 


79 


b) Orthogonale Transformationen. 

Ein durch die Transformation xf ~ fa(x, y, z), ^ — fa, ^ = fa. 
gebildetes neues Koordinatensystem ist orthogonal, d. h. die Flachen 
%’ = . y* a J, z* — c stéhen aufeinander senkrecht, wenn 


dfa . àfa _i_ dfa t àj± i U J\ . ZLî 
dx dx ' dy dy ' à* à* 


Cl Cl 


( 7 ) 


£A.3/; = 0 

dx dx ' dy dy ‘ dx dx 

dfa . àf» i à fa ' dfa , ' dfa __ q 

dx' dx “ dy' dy ' dx dx 


( 8 ) 


Eine lineare Transformation heifit orthogonal, wenn 

‘»î 1 + a 5(+«îi+--- , = 1 ■■ 

«n*ii+ a .( a .i +"-'= 0 füri + J. 

Dann ist 

^ 9 + V + -*- = ^ 8 + < a + -* 

Geometrisch bedeutet die Transformation eine Drehung oder 
Spiegdung ohne Verzerrung, wenn die x i gewôhnliche rechtwinldige 

Koordinaten bedeuten. Eine orthogonale Transformation hat w ^* 2 ^ 
unabhângige Koeffizienten. Aile Kreise (Kugeln) um den Nulipunkt 
werden in sich übergeführt. 

Durch lineare Transformation kann eine quadratische Form 
œ = 2J c ii x i x j au * 00 v ^ e Weisen auf die Form <p* = 2 c t x i * 

gebracht werden. Hierbei ist, falls die c { reéU sind, in allen F allen 
die Zabi der positiven dieselbe („Tragheitsgèsetz“). Sind aile c f 
positiv, so heifit die Form définit. Sie ist dann für aile môglichen 
reellen x i positiv.l 

Geometrisch bedeutet dies, dafi ein projektives Koordinatensystem 
gefunden werden. kann, in dem die Koordinatenachsen zugleich kon- 
jugierte Durchmesser eines gegebenen Kegelschnittes sind. Die 

J± sind dann die Koordinaten der Achsehabschnitte des Koordinaten- 
v o, 

Systems. ... ■ 

Durch orthogonale lineare Transformationen kann <p = j£c {J x i x t 
auf ni Weisen in die Form 9 / — gebracht werden. 


( 9 ) 


c) Infinitésimale Transformationen. 

. y ==* + sA(*»!V,. a! ), 
y' y efa{x, y,z)> . 

/ = z + efa(x, y,z),. 
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wo e eine ldeine Grôûe bedeutet, deren Potenzen s 9 , e 8 , ••• vernach-. 
lassigt werden kônnen, heifit eine infinitésimale Transformation. 

Zwei infinitésimal e Transformationen nacheinander ausgeübt er- 
geben, wenn 

x" = x' + 8f 1 '(x , i 

= /,*') 

Z" = J + 8f & '(xf, y',*') 

gesetzt wird, 

x" = x -h e [f x (x, y, z) + f x '(x, y, *)] + e 9 (. . .), 

also 

✓ -jp.+ .Ol + ziO 

(40) f = y + «(/; + /*') 

= (£ + £'). 

Sie sind also in der Reihenfolge vertauscbbar. 

Eine infini tésimale lineare Transformation ist: 


xf = ea-\-(i + e aj æ + e céj y + ea^z 
( 41 ) . ÿ = ep + 8p x x + (i -\-efày + PzZ 

+ayi* + fiy s y+(4 +ey 8 )iï. 

Sie ist zerlegbar in drei Teiltransformationen: 

.1. x* = x -j- ea; y* «= y + e fi; af = * -f- e y, d h. Verschiebung. 


2. = x + ec^x + — (a a ~h Pj) y 4* 7j*(#8 + YÙV 

ÿ = y 4- y (s + A) * 4- 8 Pi y + y (& 4- rà* 
* — * + y fri + a à x +\(P* + YÙy + *Y* z 


dh. 

Dehnung. 


3 - %' = x+-j((%-Py)y + -^(<x i -y 1 )z 

/ — y + i “ “»)* + y (& " ?*)* 

** Œ * 4~ y (ft - a t )x + y (y a ~ P*)y 


d h. Drehung . 


3. Transformations-Determinante, 

Bei der Transformation von Integïàlen spielt die zur Transforma- 
tion x i =» f { (x x . ..#„') gehôrende Funktional-Determinante D eine Rolle. 

9fi 8f x | 


Invariantes. 
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1. Es. ist 

( 13 ) U ~- 5 F{x x x*...x n )dx 1 dx 9 ...dx n 

= J J <..J F'(x 1 'x 9 '...x i ;)-D'dx 1 'dx 2 '...dx n ', 

d. 11 die Volumen- bzw. FlachenÉleïnente im alten und neuen Koordi- 
natensystem verhalten sich wie 1:2). 

2. Die Volumen- bzw: Flâchen-Elemente werden bei der Ver- 
schiebung um den Faktor D vergrôûert. 

3. Die Volumen- bzw. Flâchen-Elemente werden um den Faktor D 
vergrôBert abgebildet 

Die Déterminante der infinitesimalen Transformation von S. 79 
wird: . • 1 


( 14 ) 


djyyj) 
d( xyi) 



4 . Invarianten. 

Ist eine Transformation x { = f { (x x , æ 9 ', . . . x n ') gegeben, so gibt es 
gewisse Funktionen, fiir welche gilt: 

F{x x> = 

■d. b., der Wert dieser Funktion bleibt ungeândert, wenn man in ihr 
an Stellè der urspriinglichen Variabeln die neuen einsetzt Solche 
Funktionen heiBen Invarianten der Transformation. Die Kenntnis 
der Invarianten ist wesentlich zur Beurteilung des Charakters einer 
Transformation. 

Deutet man. die Transformation geometrisch als Koordinaten- 
anderung, so bezeichnet man die Invarianten auch als Skalare. Bei- 
spiele hierfür sind der Abstand zweier Punkte, Inhalt einer Flâche 
u. dgl. Der invariante Abstand zweier unendlich benachbarter Punkte: 
ds = y^gadxidxt — l 2 &kdx\ dx! h , das „Linienelement«, spielt eine 

ixh i,h _ . 

besondérs wichtige Rolle. Kennt man die Abhàngigkeit der g n von 
den X{j so sind dadurcb aucb aile, (bei einer Koordinatentransformation 
invarianten) Mafi verbal tn iss e innerbalb der durcb die Xf beschiïebenen 
Mannigfaltigkeit (Flâcbe, Raum, mebrdimensionàles Gebiet) festgelegt. 
Die g,. heiBen desbalb Komponenten des MaBtensors . (vgl. S., 172 
u. 240 ). 

Als Invariante wird aucb haufig eine Funktion bezeichnet, welcbe 
bei der Transformation sich. nur um einen Faktor ândert, der von den 
■Xf unabhângig ist, also nur von den Parametern der Transformation abhàngt. 

Eine Gleichung oder Gleichungssystem, welches gültig bleibt beim 
-Ersetzen aller x { durch ; die neuen x{, heiBt ko variant 

Hadelânfft Màlji. HÜûmitttL a.Anfl; . '-A ; j 
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B. Koordinaten-Systeme und Koordinaten- 
Transformationen. 

a) Ebene. Koordinaten-Systeme. 

In der Ebene benutzt-man u. a.: 

i. Das Cartesische Koordinaten-System zweier sich rechtwinklig 
kreuzender aquidistanter Gradenscharen. Die infinitésimale Entfemung ds 
zweier Punkte ist gegeben durch x ) 

(1) ds 9 dx 9 + iy 9 , also g xl =i, = 1, = 

^ = 1, g M = l, g la = 0 , [g| == 

falls man den allgemeinen Ausdxuck ds* =22 zugrunde 

i i 

legt. 

Der Laplaceschc Operator A (vgl. S. 156 und 175) lautet hier: 

(2) Â V‘ 


pv , pv 

dx* ‘ dy*' 


2. Affines, schiefwinkliges (geradliniges, âquidistantes) Koordi- 
natensystêm. Der Abstand ds zweier infinitésimal benachbarter Punkte 
ist hier gegeben durch 


( 3 ) 


ds 1 =?= a* dx 9 -f- b 9 dx 9 9 + 2 c* dx x dx t . 


wo c 9 — ab cos q> und <p der Winkel zwischen deraq- und jc,-Achse 
ist Also 


gu = a *> 


€99 


,u _ 


r« — 


g u — « b cos <p , 

1 'COS $3 




a b sin® tp ’ 


(4) 

( 5 ) 

also 


«■sin® <p f 6 
| g j = à 9 b 9 — c 4 = a 9 b 9 sin* q > . 

Hier wird 

A yjr 1 (\ d»V . 1 PV . 1 ^ PV \ 

^ un* <p \«® dxj* 6® dx£ a b ’ C S ^ * dx x dxj ’ 

Die Transformation auf Cartesische Kobrdinaten x, y heifit: 

x =* x x a x + x 9 p x y x = x t a-c os a + x % b cos (a -f (p) -f- y x , 
y = *1 «3 + ** A» + n = sin 05 + x 9 b' sin(à -f- <p) + y 9 , 


a* = fl q* + « a >, 

c 9 = a 1 /9 1 + a f /S s> cos <p*= 


XPh. fk + **» 

VC^.+ OO^+ft 8 ) 

*) Wegen der Bedeutrang- der Symbole is, 5^ nsw., sowie der Drei- 
indizes-Symbole vgl. S. I72ff. 
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Aufgelôst nach x x , x a ergibt sich: 

* = i *-A yj_ 

1 * I jv_ /v_ I I /v 



y-A 

|«1®B 

gjgj 

1 AA 1 

AA 

*•«. , 

y-gt 

«l“9 

“l«9 

AA 

AA 


oder anders geschrieben: 

/cm x = _ *-8in(tt + y) , y-Coa(g + y) y t sin (g + y) + y, cos (g + y) 

* 1 0 sin 9» "T" 0 sin y- ‘ fl gin ip ~ » 

g-sin g y. cos g fo-sin g -}-y a eos g 

* 6 sin qt b sin <p ' b sin q> 

3 . Polarkoordinaten r, <p . 

x — r cos 99, y = r sin q>, 

r = Ÿ %* 4- y’ J » çj = arc tg — . 

Es wird hier 

ds a = dr* -f- r*d<p 9 , 

âlso 

£11 “ Sm = 

.11 ^ aa 1 10 A il a 


C ,99 _L 

5 f 9 ■ 


£11“ 

>-i. *“-o, ■kl-'*. 

f 7 V JF = — 4 --^ 4 --- 8 — 

W * V dr* ^ r dr ^ r* dp* ' 

Von den Dreiindizes-Symbolen (s. S. 473 ), bestéhen nur 

0 -Q-+V- 

Die Gleichung der Geraden .ist r sin (çj — a) «■ p . Ihr Abstand 
vom Nullpunkt ist p, ihre Richtung ist durch den Winkel a gegen die 
Achse q> =» 0 gegeben. 

Zwei Gerade sind parallel, wenn a 1 «= Ihr Abstand ist \p x — p t \- 
» » „ senkrechti ,, = n — a,. 

Die Éntferaung zweier Punkte {<p x r^j,. (<p 9 rj ist . 

O = w + f* 9 - 2 r 4 f 9 cos (ç? a - 99J. 

b) Râumliche Koordinaten-Systeme. 

1. Das Cartesisçhe Ko ordinaten- System. 

. .&*“** , : ^ * — * 

• . ' ' . =.0 ■ „ * = 4 =| Æ . . 

Im übrigen vgl. S. 82. . v’ 
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Drehung eines Cartesischen Koordinatensystems um den end- 
lichen Winkel d um eine Achse, welche die Richtungen a, fi, y gegen 
X, Y, Z besitzt: 

x'= x(i — sin 9 a (1 — cos d)) + y (cos 0 cos a (1 — cos d) -(- cos y sin d) 

-|- z (cos y cos a (1 — cos d) — cos 0 sin <3) ; 

</ = a; (cos a cos 0(1 — cos d) — cos y sin d) + y(* — sin 9 0(1 — cosd)) 

z (cos y cos 0 (1 >— cos d) + cos à sin d) ; 

Y = % (cos a cos y (1 — cos d) + cos0sind) -f y (cos0cos y (1 — cosd)) 
— cos a sin #) + z (1 — sin 9 y (1 — cos d)) 
cos 9 a + cos 9 0 -f- cos 9 y = 1. 

Setzt man 

cos a — a v cos 0 = a 9 , cos y — % 

x^x x , y = x 9 , " z = x g 

k 

so ist also 

a ik ~ d ifc cos d + (l — cos d) -f- a ilt sin d 

wo z. B. 

a i9 “ *3 = . — a ai> ^11 == a 99 == ^88 = 0 ■ 

Ô 1X — d 99 = d 8S = 1 ; d 19 = d l8 ==...= .0 . 

0 

Invariant bleibt hierbei 


(3) 


# 9 + y 9 + s 9 =. r* — 2 2 *iX k ôi k 
a? cos a -f- y cos 0 -f- z cos y = JJx { a v = 0. 


■p ist die Projektion von y auf die Achse (a, 0, y). 
Für kleine d wird 


(4) 


(5) 


d = x yô • cos y — zà • cos 0 

y #d cos y + y + *d-cosa 

/ — xôcosfl — yd • cos a -J- £. 

Zwischen den a iJfc bestehen die , , Orthogonalitatsb edingungen“ : 

< ** i * 

2 a ik a il ~ sSttie&lic — Q 


a ik ist derKosinus der Winkel zwischen der X{ und * fc '-Achsen (|a iJfc | ^ l). 
Die orthogonale Transformation x/ = 2x ih x k ist also festgelegt durch 
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9 Grôfien a i1t , zwischen denen 6 unabbàngige Beziehungen bestehen. 
Sie ist damit auch schon festgelegt durch die 3 Grôûen a u , a„ 9 , a a8 . 
Aus diesen findet man den Drehwinikel à durch 

(6) cos ô = a ^ + a » + a ^nl 

und die Richtungswinkel a, fi, y der Drehachse durch' 

v i—i 


COSi 


— COS Ô 
cos 3 


( 7 ) 


COS 


cos y = 


— COS <5 


cos 8 


cos (5 


( 8 ) 


cos 3 

2. Râumlich schiefwinklïge Koordinatensysteme (affine K.-S.). 

y = <h*x + fi* x * + y** b + ô 9 , 

Z = «3^ + fi 9 % 9 + y 8 *8 “H <V 

Schreibt man 

= a* + a a 9 + « 3 *, ab cos y « + a 9 /? 9 + 

ac cos Æ =* + «9^9 + «b 7 s> 

c “ = y ! 9 + y a 9 + y s 9 » &C coaa = ^y a + ^ 9 y 9 + fi s y a , 


so wird 


(9) 

is 9 = <Pd%* + 

+ 

also 


fti = 

g 19 = «6cosy, 


gis — accosfi, 

#88 == fi9 » 

g 88 = 6 c cos a, 


|g| = a 9 & 3 c 9 (1 — cos 9 a — cos 9 fi — cos 9 y 
+ 2 cos a cos fi cos y) 

-•W.C-|AAA 

yi y» n 
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1 sin s a 

g 19 

1 (cos y — cos fi cos à) 

«““c"’ 

ab . ■ C 

1 sin a /7 

g 18 

4 (cos jff — cos ce cos y) 

6* C »■ 

' ac C 

4 sin® y 

g 98 

4 (cds a — cos fi cos y) 

c® C * 

ôo C 


( A fs\ ATT 1 (zÜP'aiPV 

(10). 4F==cA— 


(cos y — cos g cos /g) Ô*V 


ab 


.JZ.+.J. 
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3* Sphârische Polarkoordinaten. 
x — r- sin & • cos 93 , r — + *«, 

y = r • sin # • sin 93, 93 = arc tg ^ , 

z = r • cos t? = arc cos —t =J== = arc tg 1 

■ ■■■ y**+yi + * \ * / 

Das Linienelement ds wird 

(H) ds 9 = dr 9 + 7 9 .sin 9 0dç> 9 + r 9 .dt3 9 , 

also 

gu = i > En = r* sin * f« = *1 

g“ = i; 

> 4 T 7 ^ . 237 1 ' 0*7 . i 3*7 . 1 - 37 

(42) AV= 9 f 9 4- f _ 8fP + J «gî a «#. , ^+ " 3 #*+ 

Dreiindizes-Symbole : 

= — f sin® = — sin# cos 0, 

■ P}— ’ 

{?}-{?>-«."• 

4. Zylindrische Polarkoordinaten. 

# = Q COS 93, Q =}/x a + y a , 

y 

y — q sm 93, 93 = arc tg — , 

Z = Z, Z == Z. 

(43) dis 9 = dç* + Q*à<p % + dz % . 

‘ Su “ * » * Saa ““ (?* J Sa s = ^ » 

^ = 4 , ^ s 88 =4, |g| = e 9 . 

/ j . \ WV^ 0 , 7 J. 137 X 3 , 7 X 13 ' 7 

(!4) jf -37 + 73F:+ + 


Dreiindizes-Symbole: 


{?>-■- 

ci-m-i' 
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5. Elliptische Koofdlnaten. 

Durch die Gleichung: 

05 ) x » _ a , + x *_ b » + p_ c » = 1 

ist eine Flache 2 . Grades mit den Hauptachsen A = fi* — a* , ... in 
Richtung der x, y, *-Achse definiert. a , &, c, X sind reelle Parameter. 

Ohne die Allgemeinheit wesentlich zu beschrânken, kann der 
Parameter a = 0 gesetzt und die Bestimmung c ^ b ^ 0 getroffen 
werden. 

Dann wird: 

A a >B a >C a , 

A a = X a ; B a = X a — b 9 ; C 9 = X a - c a 

bzw. 

X a = A a ; b a *=A a -B a ; c 9 = ^ B -C 9 . 

Durch verschiedene Wahl von b, c und X ergeben sich eine groûe 
Zahl verschiedéner Flâchen: erstens je nachdem» ob X zwischen 0 und b, 
o 4 er zwischen 5 und c, oder zwischen c und 00 variiert; zweitens je 
nachdem die Werte b und e sich einander, oder ihren môglichen 
Grenzwerten 0 bzw. 00 unbegrenzt annâhem. Eine Übersicht über 
diese Fâlle gibt die folgende Tabelle: . 



o<X<b 

b<X<c 

c<*<oo 

0 < 6 < c < 00 

Zweischaliges 

Hyperboloid 

Einschaliges . 

• Hyperboloid 

Ellipsoid 

0 < b~c < OO 

Zweiscbal. Rot.- 
Hyp. um #-Achse 

Ebenenpaar 
durch *-A,chse 

Veriangertes Rot- 
Ellipsoidum*-Achse 

0 /x/ 6 < c <00 

Ebenenpaar 
durch #-Achse 

Einschal. Rot-Hyp. 
um r-Achae 

Abgeflàchtes Rot.- 
EUipaoidumr-Achse 

0 <x> b /x/ c 00 

BUiptischer Kegel 
iim *-Achse 

EUiptiacher Kegel. 
um «-Achse 

Kugél 

0<6<fi'VOO 

Hyp. Zylinder 
|| i-Achse 

Ellipt. Zylinder 
|| r-Achse 

Ebenenpaar 

J_ r-Achse 

0 <C à <x^ c /x/ OO 

Ebenenpaar 
|| x-Achse 

Hyp, Zylinder ■ 

|| x-Achse 

Ellipt Zylinder 
(| #-Achse 

0 rnj b •< C <X/ OO 

Ebenenpaar 
durch r-Achse 

Kreiszylinder 
|| r-Achse 

Ebenenpaar 
_|_ r-Achse 


Lafit man X zwischen c und 00 variieren, so erfüllen die Ellipsoide 
(bzw. ihre Entartungen) den ganzen Raum dicht; ebenso- die bei Va- 
riation von X zwischen b und c gebildeten einschaligen Hyperboloide; 
ebenso die bei Variation von X zwischen 0 und b gebildeten zwei* 
schahgën Hyperboloide. ’ 

Die entstehenden 3 Flâchenscharen sind zueinander orthogonal 
und konfokal* 
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Setzt mao. 

so ist der Sdmittpunkt der 3 


Flàchen A = X li X — A t , X = A* 


duxch diese Werte (8-deutig) be- 
stimmt. 

Die 3 Grôfien A*, X^, A* 
y heiûen elliptische Koordinaten 
dieses Funktes. Seien x, y, z 
seine Cartesischen Koordinaten,. 
dann ist 


..a_ (V- <»«)(*,»- fl") (V -a") 

(&" — a") (g 9 — a") ■ 


y ( C " -&") (*"-&«) 


2 


■• 9 _ (V-g a )(V-^(V-g g ) 

(a"-c»)(&"-c") 


XSdXSDSD* 




(V-« 9 )(V“& a )(c , -^ a ).' t " 


yjyjp,»! y 


wo 




V 


WV-« 9 )(V-& 8 )(V-cT 

V> £ a a = V - V; = v - V- 


An Stelle von y, Ag, Aj führt man mit Vorteil folgende Funk- 
tionen von ihnen als Koordinaten ein (im Falle a — 0): 


■4 


c-d ^ 


'4 


'=/ 


e-dA* 


V(y- 6a)(c“-^») ' 


c-<M. 


vrv-wHv-»*) ' 

. 1 ' ■ • « 

(17) = + + 


qB 

Der Laplacesche Operator A = — 5 -[-••• transformiert sich zu 

, 3"F c" e a. 


(18) ' 


*F-SS * 


3 a" U # "D b *~ 3)3* ^"iy “ 3y a 'D*Df 9 
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a t (1, y sind als elliptische Intégrale zu berèchnen 1 ). Man setzt 9 ) 
= b sin 

X 9 = Vc a sin a <p -f- & 4 cos 9 cp , 


dann ist 


(«) 


cos y) ; 

*=4, 


== Vl _ Æ 9 , 

0 


a = f ; dâ : = F(k, #), . 

J yi -tf>sin»0 V ' 
o 

o 

r= f ,, f?. -F(*)-f(*. y). 

J y i — IP cos* y 
o 

Bei Rotationssymmetrie & «== 0 bzw. 6 — c benutzt man statt der 
allgemeinen elliptischen Koordinaten X besser die spezielleren p, v, <p, 
bzw. a, t, <p. 

I. x = a Vytz a ~-fnT y i — v a co s (p 7 % — a a (^t a — y 9 -f- 1) 

y = a V/?+T yi — y* sin tp 


z — apv 

/A, = const ist ein abgeplattetes Rotationsellipsoid (Achsen C = 
und A = B z= ccV/jl* + l), 

v = const ist ein einschaliges Rotationshyperboloid. 

(p = const ist eine Ebene durch die z-Achse. 

— i 

*) Jede lineare Funktion V von a, / 1 , y erfüllt die Gleichung 4F=0. 
V wird dann anf einer Fl&che zweiten Grades konstant 
B ) Spezialfttlle (vgl. oben). 

U & = 0: jb = 0, ' y-l,. ee = d, 

J* . 

° 

.7 = V»- 

Hiér ist an Stellé Ton /ff branchbar. 

2 . 6 = c: Jb=l, #=>0, a = lntg^+^, 

P = <P> 

y — In (0) y* } wo / = lu ctg ^ . 

2 
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(20) is' - ip-ïfëp- + + + l)(i - - a ) 

<m ^-(ê(w+oS+*(c-iS 

/ fr»+l)(l-y") d*V\ A 
‘ V (^ + v“) 09?* / es* (jtt* + v*) * 

IL x = P Va a — 1 Vl — t* cos 99 

y = P Vo* — 4 V 1 — t* sin 99 

Z = P‘OZ. 

Hier ist o = const ein verlangertes Rotationsellipsoid (Achsen C = P -o 
tmd A *= B — pyd* — l), d. h. man kommt von I auf H durch die 
Substitution: 

a = ip ; p =. — ta; v = t; 99 = 99. 

J F = 0 wird erfüllt fur I durch die speziellen partikulâren 
Lôsungen 

V — 99 

V-TnyML 

» 1 ~ V 

V — aictgp • ■ \ ■ 

V — pv 1 

F=^lnVS^-l| 

F= »» (/* arc tg /i — 1) 

und fur II durch die mit obiger Substitution gefundenen Ausdrücke. 
Für jii* = v a = sin a — r erhàlt man gewôhnliche Polarkoordi- 
naten r, &, <p. 

6. Parabolische Koordinaten: 17, tp. 

Bei Rotationssymmetrie um die s-Achse setzt man 

x = (^r})'COS.yj 
y = (pi j)-smy 

'-K^+V) 

(22) is» = P + V')(*P + drj*) + £V<V- 

$ = const ist ein konfokales System von Rotationsparaboloiden um 
die s-Achse, 

tj = const ist ein konfokales System von Rotationsparaboloiden um 
, die z- Achse. 
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Beide Système sind zueinander orthogonal. 

Der gemeinsame Brennpunkt liegt im Nullpunkt 




y 


C. Berührungstransformation 
(Kontakttxansformation). 

1. Im Zweidimensionalen. 

a) Allgemeines. Dur ch eine Gleichung der Form: 

(1) W(x, y, X, Y) = 0 (aequatiô directrix) 

wird jedem Punkt der xy-Ebene eine Kurve in der XY-Ebene zu- 
geordnet und umgekehrt, sowie einer Kurve <p(x, y) = 0 bzw. x = x(t), 
y = y (t) eine Kurvenschar: F(X, Y, t) = 0, deren Enveloppe als Abbüd 
der Kurve tp = 0 aufgefafit werden kann. 

Der Name „Berührungs transf ormation ,f stammt daher, daB die 
Abbilder zweier sich beriihrender Kurven wieder zwei solche sind. . 
Die Gleichung des Abbildes der Kurve q> = 0 findet man durch 

d f 

Elimination von t aus den Gleichungen F *= 0 und — = 0, oder 
durch Elimination von * und y aus W= 0, (p — 0 und 


dW dtp dW dq> q 

dx ’~dÿ dy dx 


Wâhrend sich hierbei die. Punkte der x y-Ebene und der 
XY-Ebene nicht eindeutig entsprechen, tun dies die Punkte einer 
gegebenen Kurve tp = 0 und die ihres Abbildes (so daB man letztere 
mit dem gleichen Parameter t darstellen' kann) . 

Schreibt man 4^ = <t>. 4^- =» P, so findet man aus den drei Glei- 
dx r dX 


chungen: 

W<=* 0, 


dx ' ^ dy 


0 ; 


dW , p 8W 
dX "T* r 'dY 


0 , 


die obige Transformation auch in der Form: 

(2) X = X(x,y,p);' Y(x, y, fy; P = P(x,y,p), 


wobei der Ausdruck: 

dXfdY,.dY\ dY/dX, 

0) dp\dx’^~?‘dy) df\dx^~^'dy) 


sein muB. 

b) Eûi einfaches Beispiel ist die Legéndresche 
defini ert durch 

(4) , . - i'Xr-.y-'Y- Q. 


Transformation, 
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BerOhnmgstransformation (Kontakttransformation). 


Sie liefert die einfachen Beziehungen: 

(5) p = X, P = x, xp — y — Y, XP — Y— y. 

Sie findet Anwendung zur Umformung von Differentialgleichungen 
f(x, y , p) — 0 in eine evtl. leichter lôsbare Form : f(P, (XP—Y), X) = 0 , 
d. h. es wird hier der Differentialquotient zur unabhàngigen Variablen X 
gemacht (vgl S. 105)- 

c) Eine far die Mechanik wichtige Berührungs-Transformation ist 
die kanonische Transformation, definiert durch: 

(6) z-Z=0(q,Q), 


wo 0 eine beliebige Funktion seL 


so folgt: 



(7) pdq — PdQ = d0 bzw. 


■Setzen wir 





Diese Transformation heiût kanonisch, weil sie die sogenannten 
kanoniscben Differentialgleicbungen der Mechanik (vgL S. 189 u. 192): 

>a\ __ j ._ d P_ 9Hiq,p) 

W ? — dt — dp * P ” dt ~ dq'l 

(wo der Parameter t die Zeit bedeutet und H die Hamiltonsche 
Funktion der Lagenkoordinate q und der Impulskoordinate p ist) in 
ein analoges System in Q und P tiberführt. 

Zuin Beweis bilde man die Variation der durch dt dividierten 


Gleichung (7) 

pq—PQ — 0=0, 

welche lautet 

pôq + qâp- PÔQ — QÔP -30 = 

Wegen 

Pàq=^ i ^ôq)—P3q 

und 

PâQ=-§j(PiQ)-PtQ 

sowie 

'■S0 = ±S0 

erhâlt man 

qôp — pôq — QôP -\~PôQ = 0 . 

Setzt man femer 

9 ) 

H(q,p) = K(Q,P) + C, 



0=™. p__«? 

V dP 5 BQ’ 


Perührnncfs transformation (Kontakttransformation). 9 g 

wo C eine beliebige Konstante ist, also 

8H , . 8 H j. 8 K j. ~ 8K « D ~ 

—4 q + — ip- — iQ- w âP= 0 

und subtrahiert, so folgt wegen (8) 

m 

also wieder ein kanonisches System in den neuen Variablen. 

Âqui valent zu den Definitionsgleicbungen (7) sind au ch folgende: 

' pdq + QdP=dX(q,P) 

(70 | qdj> + PdQ = d¥(p ) Q ) 

qdp — QdP = dû(p,P). 

Die Transformation wiird identisch: 

p — P, q — Q lür X = q-P oder ‘ — p-Q . 

Setzt man die Transformation an in der Form: 

P = P(p>Q)i q-q(P,Q), 

so folgt aus (7) bzw. (7'), da B 

/An\ lÈ — d Jl d ± 8 JL d *- d l 

d p — 3q > 3Q dq’ 8Q dp ' 

also auch 

OOO 


H 

dP 


dQ 
dp ’ 


dp . dq dp j 


dP 8Q BQ dP 

d. h. die Transformationsdetenninante ist — i , dié Abbildung 

der p ÿ-Ebene auf die PÇ-Ebene ist flâchentreu. 

Eine infinitésimale kanonische Transformation ist gegeben durch 


(11) 




wo X eine sehr kleine Konstante sei. 
Z. B. ist auch 


Q = q + qit = q + ' i* 


P,= p+Pit=p-^-it, 

eine kanonische Transformation und wegen des Grupp encharakters 
der Transformation auch 

t t 

( 12 ) q = q 0 +J.q*t> P^Po + fp'M 

" î<o ■ ■ ta 


eine solche der q 0 , ,p 0 in die q,p\ 
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BerlÜmmgstranafoniiation (Kontakttransfonnation). 


Es gîlt daher 


03) 


SS(q ot q) m 

H 9 


jk _ 8S(q 0 ,q) 

h tir- 


S heifit in der Mechanik „Wirkungsfi4nktion ,t (vgL S. 193)* Dort wird 
sie in der Regel defîniert durch: 

t t 

S — J (pq — H)dt — J Ldf. 

tf) <0 ■ 

L = pq — H heifit „Lagrangresche Funktion **. 

In der Tat findet man auch hieraus mit Benutzung von (8): 

dS = pôq — p 0 ôq 0 . 

d) Von besonderem Interesse ist eine kanonische Transformation, 
welche K(Q, P) nur von P abhangig macht, z. B . K(P,Q) = co P . 
Dann wird 


(14) 


A dK 

P =-^=0 

8Q 


Q = a)t-\-a, 


wo co, a, P Konstanten sind. 

Man erhalt hier also eine sehr einfache Lôsung der transfor- 
mierten Hamiltonschen Gleichung und somit durch Rücktransformation 
die Lôsung der ursprünglichen. 

Ein Beispiel hierfiir ist das folgende: 

Es sei . 

B («. p) - J (p' + co’ f) - K{Q, P) - a P; 
gesucht ist Q=Q{q, f>). 

Es ist 


8X 

dq 

mithin 


= 8150 * = a> JVv - fàq+fiP)’ 


Ç = H = arc sin ( ? • V^) + /* (P) 
Setzt man z. B. f(P) = — , so wird 

4 

cos Q = 


\ 


1 + 


P' 


oder 


( 15 ) 


ffl 8 g» 


bzw. 


r> P* ■ Q»g a 
^ 2<o ' 2 


= ^.cosQ; p= —,y 2Pcosm.Q . 



B erUhrung^ transformation (Eontakttransfonnation). 
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Wenn, wie im vorliegenden Fall, Q eine reine (dimensionslose) 
Zabi bzw. ein Winkel ist, derart dafl q und p als Funktionen von Q 
mit 2 n periodisch sind, heiût Q eine Winkelvaridble. 

e) Eine Verallgemeinerung kann die Théorie noch in der Rich- 
tung erfa.hr en, da fi die kanonische Transformation von t selbst ab- 
hange, d. h. cLafi die Formeln p = p(P,Q,t), q — q (Q, P> t) lauten, aiso 
t explizite enthalten. 

Die einfachste Form ist hierfür: 

(16) p = P -J- A t , q — Q -f- B t , 

wo A und B beliebige Konstante sind. 

Diese Transformation ist kanonisch, wenn man setzt: 


(16') ■ K(P,0 = B(p,â + (Ai-Bp).. 

Sie liefert mit einer zeitunabhangigen Transformation auf neue Variable - 
kombiniert die allgemeinere : 


(17) f^P(P,<n + Ai, q=Q(P,<?) + Bt 

mit 


(1 7') K' (P, Q') = K(P,Q)~H(p,q) + (Aq-Bp). 

Man erhâlt so Transformationen auf bewegte Koordinatensysteme. 

Dies kann man benutzen, wenn die Reduktion des vorigen Para- 
graphen nur bis zu einer Form K (P, Q) — K 0 (P) -f- Ky (P, Q) zu führen 
ist, wo klein gegen Kg sei. 

Dann hat man: 


t 



> t 

Wenn nun Jïf " Hdn durch die Trana- 


formation: 

(18) Q — a) t a , P = p o -\-ft 


a und p als neue Variable einführen, die dann selbst als kleine GrôBen 
zu behandeln sind. , 

Das führt nach Obigem auf die Form: 


und 


K(P,Q) = a(o:, fl) -co (?„ + /)) 




dû. 

dp 9 



dû 
do- ’ 


Die Grôûen a und p sind also wieder . kanonische Variable , mit der 
HamiUonschen Funktion Q. , . . , 
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Beiilhnmgstransformatlon (Kontakttransformation). 


û heifit „Stôrungsfunhtion“. 

Die Méthode heifit die der „ Variation der Konstanten a . 

2. Im Mehrdimeftsionalen. 

Hier lautet die aequatio directrix: 

(19) 0. 

Die Legendresche Transformation im Dreidimensionalen ist ge- 
geben dur ch: 

(20) xX + yY-z-Z=0. 

Hieraus folgt, wenn man z bzw. Z als von x, y bzw. X , Y abhângige 
Variablen auffafit: 


(200 




y 


az 

3Y 


usw. 


dz — X[dx + Ydy; dZ = xdX+ydY. 


Die kanonische Transformation kann ohne Schwierigkeiten auf 
mehr Dimensionen verallgemeinert werden; (7) geht über in: 


(21) i;p i dq i -2P i dQ i =d$(q 1 q 9 ...q n ,Q 1 Q 9 ...Qj,woi=i,2.,.n, 
also 


.( 22 ) 





Bis auf die zu 'setzenden Summenzeichen bleibt ailles ungeândert; 
Gleichung (10) und (lOQ sind iq folgender Weise zu erweitem: 

(2\\ . Hi_ dPjf m djt_ _ _ dQk 

dP k dq t ’ dQ k dq, dQk “ dp, » dP k dp,' 


Daber wird 


(24) 


y -t (dpt dq, 

2j \dP k ’ dx 


dpi dq, \ V 7 (dQk dqt . dQ k dp, \ dQ k 
dx dPj Ji j \dq , dx dp, dx ) dx 

i 


=± i für x = Q k und sonst == 0, wenn man . für x andere P oder Q 
aufier Q k einsetzt 
Der Ausdrück 

( X) v ) = J ïfM.lÉL V 

' \dx dy dx dy ) 

i 

heifit „Lagrangesche Klammer tt . 

Es ist also nur 

(25) (Q fc , Pj) = — (P j3 ÇJ = 1 für k = j und = 0 fiir k =f= ; 
.aowiç 

= o. ... 
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Ein Beispiel; fût eine T ransfbrmafion im Dreidimensionalen, die 
(im Sinne der Transformation von S. 94) H auf eine einfachere Form 
bringt^ ist die folgende: 

Es sei (Planetenb e wegung eines Elektrons um einen Kern): 


(26) 



pf \ eJE 

r 8 sin , w r 


Man gelangt . durch die Berührungstransfbrmation: 

* 

-^ = ^1 ' + P»<P + $AOy Pr — yj? «*"- 


zu der Form: 

(2 7 ) «-ssk'+Shr- 

Eine nochmalige Transformation: 




A E* , 2 m e E P 9 a 


flo 


fiibrt weiter zu: 


3x 


3i 


■^1 ?9 H“ -^s ?8 » 


Pi dq t ’ U* 8P, 

H = K(P,Q) = -~-. 


Die Bedeutung der neuen Variablen ist: 
q x = r (Radiusvektor) , 

q 9 = Lange des Planeten vom aufsteigenden Knoten, gemessen in 
der Bahnebene, 

q % a Lange des aufsteigenden Knotens, gemessen im Âquator # = — . 
p 1 = mr, 

p 9 — gesamtes Impulsmoment, 
p 9 am Impulsmoment in Riqhtung cp* = p^ = tnr* <p 
sowie: 

Q x = mittlere Anomalie, 

Q 9 a= Lange des Perihels q = q 0 vom aufsteigenden Knoten ab, 

<?s = g, (s- obe n). 

P x = y tu eE a, wo a die halbe grofie Achse der Bahn ist 
P 9 mszp t = y me Ea(i — s 9 ), wo e die Exzentrizitat der Bahn ist, 

P g = p a = p t cos i, wo i die Néigung der Bahn gegen den Aquator ist 

^Die halbe kleine Açhsfe b wird gleich • 

Madelung, Math. BÎHkmlttal. a.Anfl., 


7 
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Berüliningstranaformatlon (Kôntakttransfonnation). 


In dieser Form ist Q t eine Winkelvariable. (Es ist dies dur ch 
die Form des Gliedes mit P x in dem Ausdruck fur erreicht 
worden.) Die übrigen Q und P werden Konstanten. 


Literatur: 

Bôchtr: s. S. 12. — Lehrbllcher der analytischen Geometrie. — S. a. En- 
zyklopadie d. math. Wissensch. Bd. HL — Strret-Scheffers: s. S. 24: Bd. 133 u. a. 



Sechster Abschnitt. 

Differentialgleichungen. 


A. Allgemeines liber Differentialgleichungen. 


1. Einteilung der Differentialgleichungen. 


Eine Gleichung heiût eine Differentialgleicliung, wenn sie neben 
einer oder mebreren imabhàngigen oder abhangigen Vaxiablen Diffe- 
rentialquotienten der letzteren nach der bzw. den ersteren enthalt. 

Man unterscheidet partielle und gewôhnliche Differentialgleichungen, 
je nachdem, ob die Gleichung partielle Differentialquotienten enthalt 
oder nicht. 

Gewôhnliche Differentialgleichungen enthalten daher nur eine un- 
abhangige Variable, partielle dagegen zwei oder mehr. 

Man klassifiziert die Differentialgleichungen 

1. nach der Ordnung n ihres hôchsten Differentialquotienten 




bzw. 


g"js 

dx n 


oder 


g" JS 

dt t a dy*- a 


usw. ; 


2. gelegentlich nach dem Grade p der hôchsten Potenz der in.ihr 
enthaltenen Differentialquotienten, z. B. 



wenn die Gleichung rational in y und seinen Ableitungen ist. 

Im besonderen heiût eine Differentialgleicliung Unear r wenn die 
abhangigen Variablen und ihre Ableitungen nur in der ersten Potenz 
und nicht miteinànder multipliziert auftreten. 

Femer spricht man von homogenen Differentialgleichungen. Diese 
Bezeichnung wird in verâchiedenem Sinne gebraucht. 

1. Eine Differentialgleichung F (x, y, — -, = 0 wird ho- 


mogen genannt, wenn F eine ganze rationale homogène Funktion von 


y>TZ> TT* ist Soist z.B. 

dy 
dx 


j£+-' +*iy o ' 


7 * 



100 


Allgemeines liber Differentialjjleichung'en 


eine homogène lineare Difïerentialgleichung. Die X 1 ...X n sind beliebige 
Funktionen von ». 


2. Eine Differentialgleichung 1. Ordnung ~ — f(x, y ) heiÛt viel- 

fach auch homogen, wenn f(x, y ) eine Funktion von -j- allein ist, sich 

also in der Form schreiben lâfit: 

ày_ _ „ (y_\ 
dx T \xJ ’ 

In diesem Sinne ist z. B. homogen die Gleichung: 


M 


dy 

dx 


= N, 


in der M (x, y) und N (%, y ) homogène Funktionen von x und y des- 
selben Grades sind. 

3- Als „eindimensional“ wird eine (auch zuweilen J Jbo mo S enLrt 
genannte) Gattung von Differentialgleichungen folgender Art bezeichnet 
Man betrachtet y aïs GrôBe von n Dimensionen, wo ■ n ■wilikür- 

lich ist. x habe die Dimension 1 , ~ die Dimension n — i, usw. 

dx 

Haben dann sâmtliche Glieder der Gleichung im angegebenen 
Sinne die gleiche Dimension, so hedÛt sie „cincLimensional“. Z. B. 


dx 11 1 


dx *- 1 


+ A n y = v, 


wo V=f(x) oder konstant ist und die Konstanten bedeuten. 


2. Lôsungen von Differentialgleichungen. 

Als Lôsung einer Difïerentialgleichung bezeichnet man eine 
Funktion der unabhângigen Variablen, welche fur die abhângige 
Variable (y) in die Gleichung eingesetzt, diese identisch in den un- 
abhângigen Variablen erfüllt 

Als Intégral bezeichnet man eine Funktion der unabhângigen und 
abhângigen Variablen, sowie evtl. willkürlicher Konstanten, welche 
gleich einer willkürlichen Konstanten gesetzt, bei jedem Wert dieser 
Konstanten eine Gléichung liefert, die von Lôsungen der Difïerential- 
gleichung befriedigt wird. 

Intermédiares Intégral einer Differentialgleichung n-ter Ordnung 
heiût eine Funktion der unabhângigen und abhângigen Variablen und 
Konstanten, sowie deren Ableitungen bis hôchstens zur (n — - l)-ten 
Ordnung. welche gieich einer Konstanten gesetzt, eine Differential- 
gleichung niederer Ordnung liefert, die von Lôsungen der ursprüng- 
lichen befriedigt wird. 


Lësung-en von Diff erentialglei chnngen. 
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a) Gewôhnliche Differentialglefchungen. 

• Die vollstândige Lôsung (auch allgemeine Lôsung oder Stamm- 
gletchung genannt) einer gewôhnlichen Differentialgleichung n-ter Ord- 
nung enthâlt « willkürliche Konstanten. Indem man diesen Kon- 
-stanten spezieîle Werte beilegt, erhâlt man partikulàre Lôsungen. 

Anfierdem kann eine Differentialgleichung i. Ordnung, feUs sie 
nicht linear ist, Lôsungen haben, die sich nicht durch spezieîle Wahl 
der Konstanten der vollstândigen Lôsung zu ergeben brauchen. Diese 
Lôsungen heifien singulàre Lôsungen. 

Existiert eine singulàre Lôsung " der Differentialgleichung 


jp (x, y, — 0, so mufi sie gleichzeitig folgendeBedingungen.erfüllen: 


95 = 0 ,. 

wo p = “ bedeutet. 
r dx 





Geometrische Deutung der Lôsung. 

Eine partikulàre Lôsung einer Differentialgleichung zwischen einer 
abhângigen y und einer unabhangigen Variablen % reprâsentiert eine 
Kurve in der x, y-Ebene. Die vollstândige Lôsung einer Differential- 
gleichung «-ter Ordnung reprâsentiert eine von n Parametem abhângige 
Kurvenschar. Hat für n — 1 diese Kurvenschar eine Enveloppe, so 
ist deren Gleichung eine singulàre Lôsung. 

Die einzelne Kurve (partikulâre Lôsung) ist festgelegt durch 
n Bedingungen, die zur Bestimmung der n Parameter dienen kônnen 
Anfangs- oder Randbedingungen). 


b) Partielle Differentialgleichungen. 

Die allgemeine Lôsung (Intégral), einer partiellen Differential- 
gleichung «-ter Ordnung mit p unâbhângïgen Variablen ist eine 
Lôsung, welche « willkürliche Funktionen von p — i Variablen ent- 
hâlt. Diese kônnen gewisse der unabhangigen Variablen od.er auch 
Kombinationeü von ihnen sein. 

Bei Diffërentialgleichungen 1. Ordnung spielt daneben der BegrifF 
der vollstàndigen Lôsung eine Rolle. Als solche bezeichnet man eine 
Lôsung in Form einer Funktion der unabhangigen Variablen, welche 
p willkürliche Konstanten enthâlt 


Aus einer vollstandigen Lôsung erhâlt man àieaUgemeine Lôsung 
der Differentialgleichung erster Ordnung wie folgt: Es sei 
cp ( x i * • * x p> t h a i"\ a p) e i ne vollstândige Lôsung (wo die a i willkür- 
liche Konstante seienj. Aüs dieser £-fachen Schar von Funktionen, 
greift man eine (p— 1) fâche heraus, indem man z. B . a p = â(a 1 a a ... a p - 1 ) 
setzt und berechnet hieraus und aus den Gleichupgen 

Ir+P-P-^O ' 

•z .dot 1 da p d<ff ■■■■ \ 



Gewëhnliche Differentialgleicbangen. 
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die a { als Funktionen der x { und setzt diese Ausdrücke in <p ein. 
Dann entsteht eine Funktion, welche die Differentialgleichung be* 
friedigt und von der willkürlichen Funktion ô von p — i Variablen 
abhàngt, also die allgemeine Losung. 

Um die singulâre Losung aus der vollstândigen zu erhalten, be. 

rechne man aus den Gleichungen = 0 die Grôfien a ^ aïs Funk- 
tionen der x t und setze in cp ein. Wenn die so entstebende Funktion 
Losung der Differentialgleichung ist, so ist sie die singulâre Losung. 
Geometrische Deutung der Losung. 

Sind nur zwei unabhangige (x und y) und eine abhangige (*) 
Variable vorhanden, so kônnen den Lôsungen im xyz-Raum geome* 
trische Deutungen gegeben werden. 

1. Das vollstdndige Intégral reprasentiert ein zwei£ach unendliches 
Flachensystem von der Form: 

q> (x, y, z, a, b)— 0 

mit den beiden willkürlichen Parametem a und 6. 

2. Dadurch, daû man den ein en Parameter zu einer willkürlichen 
Funktion des anderen macht und aus den drei Gleichimgen 

<p(x, y, z, a, 6) = 0 

b =&(a) 

|f + |f#'(a)=0 

a eliminiert, also aus dem vollstandigen Integra! das allgemeine Inté- 
gral ableitet, wâhlt man aus den zwei Flâchen eine Flâçhenschar aus 
und bestimmt deren Enveloppe. 

Es bedeutet dann das allgemeine Intégral die Enveloppe dieser 
Flachenschar. 

3- Das singulâre Intégral bedeutet die gemeinsame Enveloppe 
aller in dem vollstandigen Intégral enthaltenen Flâchen. 


B. Gewôhnliche Differentialgleichung en. 

L Differentialgleichungen 1. Ordnung. 

Die Differentialgleichung 1. Ordnung hat die allgemeine Form 


Sie ist durch Quadratur lôsbar: 
a) wenn sie sich schreiben last in der Form; 

f x {y)'dy = fg (x)-dx. (Séparation der Variabeln.) 



Differentialg-lelchrmgen 1. Ordnnng. 
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Lôsung: / f x (y) dy = / % (x) dx + C l ) . 

b) wenn sie linear ist: 

Lôsung: y - - e~ S f ' m a * f f, (x) 

c) wenn sie homogen ist (vgl. S. 99): 

1. Die Gleichung habe die Form: 

£-/(*)• ' 

Man setzt y — vx, wodurch v und x (statt y und x) als neue 
Verânderliche eingeführt werden. Dann ist: 


dy . dv 


und es wird, 


C. 


lus 4- f d l- 

2. Die "Gleichung habe die Form: 

Man lôst auf nach ~ und erhâlt —■ = f (—) , also Fall 4, oder 
. dx dx 1 \x / 

iuan lôst nach — auf und erhâlt 
x 


also: 


h ,. r i Çf»^* 
]nx - c +j 


dann folgt die Lôsung durch Elimination von j> aus den beiden 
Gleichungen. 

3. Die Gleichung F — 0 lâBt sich auch lôsen, indem 

man eine Hilfsvariable u einführt: 


; 7-rt'ü .!?=«(“)• 

Es ergibt sich lu» C + j - Jty -iu. 

1 ) Die Intégrale sind, wenn keine -Grenien angegeben sind, rein formai 
m bilden, s. B. Ç'x dx=~-, d, h. als oberste Grebze ist die Variable selbst 
su nehmen, die nntere Grenxe ist willktlrlich. ‘ 


104 Gewühnlicbe Differentialg’leichungen. 

d) wenn die unabhângige • Variable fehlt: 

i . Ist die Gleicbuiig nach auflôsbar ■ 


so ist: 


Jtw“* + c - 

2. Ist die Gleichung nacb y auflosbar 


so ist: 


-J* 


HP) dp 


C. 


Dann erhalt m a n die Lôsung y (x) durch Elimination von p aus den 
beiden hingeschriebenen Gleiçhungen. 

3- y und ~ = p werden durch Hilfsvariable ausgedriicjct 


dann ist: 


y—fM*. P^g M, 

x=c+ im iu -- 


e) wenn die abhângige Variable nicht explizit vorjcommt : 
i. Man formt um in <%> [x, = 0 und verfahrt wie bei d). 


2. Man lôst auf nacb — 

dx 

: : ■ r-n*), 

dann ist: y = f F(x)dx + C. 

3. Man drückt x durch ^ aus 

J dx 

Durcb Différentiation n^cb y folgt 

: 

: ;i .! : . y .= S P F '(P) d PÆ Ç* 

Durcb Elimination von p erfçlgt die JLôsung. . 


Differentialgleichungen 1 . Ordnung-. 


105 


f) y=x~ ( -{~f Clairautsche Di f fer en tialgleichung. Différen- 

tiation nach x ergibt, wenn ~ = p gesetzt wird: 

i> = £ + [* + f* (£)] 

Es ist also entweder: 1. ~ = 0. Dann erhàlt man als et s te Lôsung 
y=*Cz~f- f(C), wo C = p = const 

oder 2. x + f' (p) = 0. Wird p aus diëser Gleiçhung und y = px-\- f(p) 
eliminiert, so ergibt sich eine zweite (singulâre) Lôsung. (Enveloppe 
zur ersteo Lôsung.) 


g) Haufig führt die Legendresche oder dualè Transformation zum 
Ziel. Man führt èine neue abhângige Verânderliche Y ein: 

Y = p x — y = ^~x — y, also dY~pdx-\~xdp — dy = xdp. 

Ferher führt man p als neue unabhângige Verânderliche ein: 


dann wird 


x=p=ÿ^ t 

r dx‘ 


X = 


d Y 
dp 


dY 

dX 


P, 


dann kann man die Gléichung F (x, y> — 0 überführen in die Form 


F(P,PX-Y,X) = 0. 

Ist das Intégral dieser Gleiçhung bekannt, so kann das der ur- 
-sprünglichen dur ch eine algebraische Elimination gefunden werden. 
Ist z. B. ein Intégral der neuen Gleiçhung: 


dann gilt 


f(X,Y) = 0, 


_ ±f_ __ dj_ , df__ dY_ ___ ïL 
dX ~~ d X ” r d Y dX ~ d X 


. d f ' 

Jr% dY 


und 


Jf _rv_ — VÎL-L. xiL 
y 3 y-( y P X J g y Y dY'~ ■ dX' 


Elimination von X und Y aus diesen drei Gleichungen ergibt ein 
Intégral (Gleiçhung zwisçhen x und y). 

h) Riccatische Ùifferentialgleîchung. 


1. Form: a~-\-by**= ex*, 

2. Form: x~ — «y.+ **?* c# n . 
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Führt man eine neue Unabhàngige z ein durch z => x a und eine 
neue Abhângige u durch y = uz, so folgt aus der 2. Form: 


du . . 9 
«-= — h our = cz a 

a z 

d. i. die i. Form. 

Da diese Differentialgleichung für n = 2a den Fafl b) (S. 103) re ’ 
prâsentiert, ist durch ihre Vermittlung die 2. Form in endlicher Form 
integrierbar im 

Fall 4 für n = 2a (bzw. die 4. Form ist in endlicher Form inte* 
grierbar für m — 0). 

Die 2. Form ist feraer integrierbar im 

Fall 2, wenn ”~^ - a eine positive ganze Zahl ist (bzw. für die 4. Form, 

wenn m — — 1 , wo i = 0 oder eine positive ganze 

Zahl ist). Dertn die Transformationen : 


a . x* a + n , x n 

+ yi — +*• 


y.— 


a + 2n 
c 


x* 

— , usw. 

y» 


in die Form 2 eingesetzt führen diese über in Gleichungen 
der Form: 


dy 

■ x ~ — (a in) y { -|- & y { 9 = cx n (falls * gerade ist) 
dy 

bzw. x — (fl + in) y { -\- cy* — b x n (falls i ungerade ist), 

welche für n = 2 (a + in), d. h. wenn - = i gleich einer 

positiven ganzen Zahl ist, in den Fall 1 übergehen. 

Fall 3» wenn w l~ 2a eine positive ganze Zahl ist. Denn die Transe 
2 

formationen 



führen dann auf den 4. Fall. 



x*_ 
V s 


; usw. 


i) Die in h) behandelte Riccatische Differentialgleichung ist ein 
Sonderfall der Gleichung: 

+ (aîlgemeine Riccatische D.G.), 

wo P, Q, R Funktionen von x sind. 

Ist ein partikulâres Intégral y x = f x (x) bekannt, so kann das voll- 
stàndige durch Integrationen erhalten werden. Man setzt 

y-y i+T 

und erhalt 

+ + 2 Pyjï» f- — R (Lôsung vgL b) S. 403) 
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Ist noch ein zweites partiknlares Integra! bekannt, so kann das 
vollatandige Intégral durch eine einzigé Intégration erhalten werden. 
Man setzt 

= + vr=v t w 

y == yi+-^ 

und erhâlt: 

w — 1 + C- 1 ** . 

Ist noch ein drittes partikulares Intégral y a bekannt, so kann das 
vollstandige Intégral ohne Intégration gefunden werden. Man erhâlt 
aïs vollstândiges Intégral 

(y-yi)(y«-y 8 ) _ c 


2 . Lineare Differentialgleichungen. 

Allgemeines. 

Die lineare Differentialgleichung «-ter Ordnung hat die all- 
gemeine Form: 


(i) 


x * i iï+ x &+- +x « y ~* (p)y 


n. 


wo die X nnd V Funktionen von x allein sind 9 ). 


*) Die symbolische Schreibweise &(D)y bedeutet folgendes: 

Schreibt man: <f s v 

iü = Dy d£~ D ' y 
J y dx sa D~ l y nsw. 

so ist 0 ÇD) y als Polynom la D aofxufassen 

« (X 0 JD ' i + X t D ft - : 1 + . . . + X n „ !■ . D + XJ y . 

Der Wert dieser Schreibweise liegt darin, dafi man diesen Ausdruck unter Um- 
standen wie einen algebraischen behandeln^darf (vgl. S. 109 ). Als Beispiel für 
die Schreibweise sei die Taylorschs Formel symbolisch hingeschrieben: 

/ '(,+*)- fW+ *iüâ + *l.£ v£> + ... 

as na 

=(i+*i>+— +•••)/(*) 

=•**«*). 

*) Der Differentialausdruck: 

d*(X iy) d^{X x y) 


dx* 


du 


n— 1 


4- — ••• + (— 


heiMt der zu 0 (D)y „adjungiarta" Differentialatisdruck. ' Ist er identisch mit 
&(P)y, so heifit &(D)y ,#ich sejbst adjungiert”. 
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Folgende Eigenschaften sind allen linearen Diff eréntialgleicbung en 
gemeinsam. * 

4. Ist y x eine beliebige partikulâxe Lôsung der Gleichung 
0(D)y= V und setzt man y = y 1 + Y‘, so folgt: 

(2) 0(D)Y+0{p)y x = V 
und 

(3) <Ê(D)Y=0. 

Die vollstandige Lôsung der bomogenen Gleichung (3) zu y x hinzu- 
gefiigt ergibt die vollstandige Lôsung der inhomogenen Gleichung (4). 

2. Ist Y x eine Lôsung der Gleichung 0(D)Y= 0, so ist auch 
Y—C X Y X eine Lôsung; 

Sind Y x , Y % . . . Y n Lôsimgen der homogenen Gleichung, so ist 
auch jede lineare Kombination derselben eine Lôsung. Die voll- 
standige Lôsung ergibt .sich als lineare Kombination von n unab- 
hângigen Lôsungen. 

3. Ist Y x eine Lôsung von 0 (D) Y = 0 und substituiert man den 
Ansatz y =Y x z in . die Gleichung Y (D) y =?=. V, so erhalt man für z 
eine Differentialgleichung, deren Ordnung um eine Einheit niedriger 
ist als die der ursprünglichen Differentialgleichung. 

a) Allgemeine lineare Differentialgleichung mit konstanten 

Koeffizienten : 

(4) *(B)y-£Z + Al Ç£+... + A n y-Y<*) (inhom. GL) 

(4 a) bzw. = 0 (homog. Gl.) 

Man bildet. die „charakteristische Gleichung": 

(5) fl n + ^ 1 fl»- 1 + 44 a Æ*- 8 + ... + i4 w =.0 = 0{a) 

und lôst dieselbe nach a auf. Sind ihre n Wurzeln gleich a, (i, y, ■ ■ ■, 
und stimmen keine zwei dieser Zahlen über ein, so ist (wenn A, B, ... 
beliebige Konstanten bedeuten): 

(6) y 0 = A e aa + B e?* + . . . 

die allgemeine Lôsung der homogenen Gleichung 0{D)y = 0. 

Sind aber zwei Wurzeln, z. B. a und fi, gleich, dann heiBt die 
allgemeine Lôsung der homogenen Gleichung: 

(7) y 0 = (A' -f- B' x) e am + C e r m + . . . . 

Sind r Wurzeln gleich a. Dann heiBt die allgemeine Lôsung 
der homogenen Gleichung: 

(8) y 0 = (A' + B' x + C' x* + ... + R' x'-^e** -}- ... 

Ist nun f 0 (x) ein beliebiges , partikulâres Intégral der inhomogenen 
Gleichung 0(D) y <=V, so ist ihre vollstandige Lôstmg (vgL oben): 

(9) ' " y = /oW + y 0 - t 



Lineare Differentialgleichungetu 


109 


Verschiedene Fâlle, in dénen die Bestimmung eines 
partikulàren Intégrais f 0 (x) leicht môglich ist. 

1. Ist V eine ganze rationaje Funktion von x in der Diffgl. 

0 (D)y=V, 

so erhàlt roan f 0 (x) in folgender symbolischer Form: 

(io) 

Das bedeutet; Den Ansdruck 

1 i i 

*<p>~ u* i..., 

dst*~ x J 

entwickele man nach steigenden Potenzen von D , als sei dieses 
Operationszeicheii eine algebraische Grôûe. Ist hierbei die niedrigste 
wirklich auftretende Potenz von D die Æ-te und die hôchste 

Potenz von x in V die m- te, so beginnt die Entwiddung von ^ 
mit und braucht nicht über D hinausgeführt zu werden, weil 

aile hôheren Difïerentialquotienten als D m V verschwinden. 

2. Ist V eine Exponentialfunktion von * (oder enthâlt eine Ex- 
ponentialfunktion als Faktor) 

wo X ganz und rational sei, so wird die gesuchte part ikul are Lôsüng 

fo (?) = V=z W(p) e<tm X — *** <P(D + o) Xm 

3. F enthâlt einen Sinus oder Kosinus als Faktor. 

F = X cos {m x -(- a) 

y=$ïp) Xcos ( mx + a )- 

Setzt man 

yi = -^P) X ^ mx + a )^ 

so wird 

?■ + •' * - x ' - »“”* +al *<pTna x • 

so dafi nur noch der Ausdruck ■ * * 

* X 
îPÇD +*»») 

zu berechnen ist 
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4. V entfaalt eine Potenz von » als Faktor, 

7— x m X 

+ * (»r!) J.— f*L _1 J ) y 4 - 

Die Entwicklimg wird bis ztun (m + l)-ten Gliede fortgesetzt 

5- Ein besonderer Fall einer linearen Differentialgleichung: 
«-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten ist die Gleichung 

<“> z?-**)- 

n aufeinanderfolgende Integrationen ergeben als allgemeine Lôsung: 

(12) y / f(x)(i *)" + + B, *-• + . . . + B.. , * + B n> 

wo die B r beliebige Konstanten sind. Diese Lôsung lautet einfacher: 

m 

(n) y - J m (* - tr l d *+ B i **- 1 +•••+».• 


(14) 
(14 a) 


d** 


b) Allgemeine lineare Differentialgleichung 
mit verânderlichen Koeffizienten. 

* + x i ÇîzTi + • • • + x, g- + X, y - r(«) (inhom. GL), 


(homog. GI.). 


dx*- 1 

bzw. = 0 

und V sind Funktionen von x allein. 

Sind y^, y % > y n partikulare Lôsungen von &(D)y = 0, so ist 
die allgemeine Lôsung der homogenen Gleichung 


X x> X n 


05 ) y*=A 1 y 1 + Asy s + ... + A n y n , 

werrn die Lôsungen y x , y t , . . y n linear unabhàngig voneinander sind 

(ein Fundamentalsystem bilden). 

Die Bedingung, dafi diese Unabhângigkeit besteht, ist das Nicht- 
verschwinden der Déterminante: 


«—‘y. 

4-‘y, 

4”-‘y. 

dx*" 1 

dx*- 1 

" dx*~ l 


d*~‘y. 

d"-‘y. 

dx*~* 

dx*~ 2 

dx*- 2 

s. 

dy a 

ày« 

dx 

dx 

" ■ dx 

Vi 

y% • 

y«- 


( 16 ) 
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Das aUgemeine Intégral der inhomogenen Gleichung (D) y = V 
berechnet sich dann zu: 


<17) 


»-Êf,[Cr + 5 I £*'] 

r=l 


Hierbei bedeutet A m die zu 

T 


d n ~ x y r 

dx n ~ x 


gehôrige 


Unterdeterminante 


in A (vgl S. 7). 

Die an dieser und anderen Stellen (vgl. S. 117) auftretende Fonn 
der Lôsung einer inhomogenen Drfferentialgleichung fiibrt uns auf eine 
allgemeinere Méthode. Wir suchen eine Lôsung von der Form: 


( 18 ) y(*) = /G(*,f)F(f)if. 

— 00 

Die in dieser Gleichung auftretende Funktion G (x, £) bezeichnet 
man als „Greensche Funktion" des gegebenen Differentialausdrucks. 
Damit die Gleichung (l 8) wirklich eine Lôsung der Differentialgleichung 
ist, muB die Greensche Funktion folgende Eigenschaften haben: Die 
Funktion G(x,£) erfüllt als Funktion von * betrachtet die homogène 
Gleichung, mit Ausnahme des Punktes x = £ . In diesem Punkt bleibt 
die Funktion samt ihren Ableitungen bis zur n — 2-ten Ordnung stetig, 
die n — 1-te Ableitung springt aber hier um den Betrag 1 . 

Die allgemeine Lôsung bekommt man durch Hinzufügung einer 
linearen Kombination der n linear unabhangig en Lôsungen der homo- 
genen. Gleichung. 

Sind der Lôsung gewisse Bedingungen auferlegt (Anfangsbedin- 
gungen, R anHh p-din g nngftn^ Neb enbed i n gungen), so kônnen diese da- 
durch erfüllt werden, dafi man die zur Verfügung stehenden n Kon- 
s tant en entsprechend wahlt 

Wird die Lôsung nur zwischen 2 Punkten gesucht und werden 
in einem oder beiden dieser Punkte bestimmte Randbeiingungen irgend 
welcher Art vorgeschrieben, so wahlt man vorerst die Konstanten der 
Iiomogenen Lôsung derart, daû die Randbedingungen erfüllt werden. 
~Rs bleibt dann noch eine eindeutig bestimmte partikulâre Lôsung der 
inhomogenen Gleichung übrig unter Randbedingungen, bei denen die 
Lomogene Gleichung keine von 0 verschiedene Lôsung hat ( „homogene 
JRandbedingungen "). Diese Lôsung kann wieder in der Form (18) an- 
gesetzt werden, wobei das Intégral jetzt nur zwischen den beiden Grenzen 
zu nehmen ist Die Greensche Funktion muB nun selbst an den 
Grenzen die obigen homogenen Randbedingungen erfüllen. Sie ist 
dadurch eindeutig festgelegt 

Handelt es sich um einen „sich selbst adjungierten" DiSerential- 
ausdruck (vgl S. 107), so hat die Greensche Funktion die besondere 
-und fur die Anwendung besonders wichtige Eigenschaft, daB sie sym- 
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metrisch ist in x und also: 

Im Faül einer Gleichung 2. Ordnung ist das durch eine Trans- 
formation der gesuchten Funktion y in: 




immer zu erreichen. 


B. Besondere Formen von Differentialgleichungen. 

d 

a) — - = <p(y). Diese Gleichtmg ist durch Quadratur nur inte- 

di 

grierbar für n — i und n — 2. 

Für n~ 2 ergibt Multiplikation mit 2~ und Intégration: 

(£)' -2jYiy + A, 

(s) =vW + ^- 

Durch Trennung der Variablen ergibt sich als vollstàndiges 
Intégral: 

2-,-i + B. 


i 


[yj(y) + A] 

bj Jede Gleichung der Form: 


* n y — f 

dx n Kdx*- 1 ) 


ist durch Quadratur integrierbar. Man setzt: 

d n ~ 1 y 


dx n 


-i 


und erhâlt 


J 


dx 


= st4- C. 


Auflôsung dieser Gleichung nach z ergibt: 


z^tpÇx + C) 


dx 


n-1 ' 


Zur Losung dieser Gleichung vgl. die Lôsung der Gleichung: 



Besondere Formen von Differentialglaîchuûg'en. 
bj Zur Lôsung der Gleichung von der Form: 


nâ 


d n y 

dx 


» Ux—'l 


setzt man 


und erhalt 


d*~ s y 

dx n - a 


d*s 
dx 1 


î =■*(*)• 


Die Lôsung hiervon ist nach a) (s. o.) 

dx I 


J 


[A + 2jF(x)dxi 




x + B. 


d n ~*y 


Die Auflôsung nach z = f (x) = ergibt durch Intégration 

die endgültige Lôsung (vgL S. 1 1 0). 

c) Eine Differentialgieichung zweiter Ordnung, in der eine der 
Veranderlichen nicht explizit auftritt, kann durch Substitution in eine 
Differentialgieichung erster Ordnung verwandelt werden (Emiedrigung 
der Ordnung). 

*• ¥ (y. %. 0) = 0- Es feUt *• 


Man setzt: = p und = p ^ und betrachtet p als> Funk- 

tion von y. Dann erhalt man die Gleichung 1. Ordnung; 

mit der Lôsung p (y) = ^ daher x = J + A , 

2 - v( x > Ç£) = 0 - Es fehlt y. 


Setzt man ^-=p und == 

dx r djfl dx 


und betrachtet p as Funk' 


don von x, so erhalt man die Gleichung 1. Ordnung: 


v(*. i>- £)■=<>■ 


d) Eindimensionale Differentialgleichungen (vgl S. 100). Ist 
(bei Betrachtung von y (ebenso wie x) als Grôûe von der ersten 
Dimension) die Differentialgieichung eindimensional, so setzt man: 

y =* xz ^ und * = & ù ; 


wegen 


d$ i_ 

dx x 


Madeluug, Math. HStaittel. a. AufL 


8 
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dx d&^ Z ’ 


d “y _ (éïi . it) e ~û 

dx* ~~ \dô*^ dôJ e * 


Bei Ausführung der Substitution zeigt sich, daB die neue unab- 
hangige Variable & nicbt explizit in der Gleichung vorkommt Die 
eindimensionale Gleichung làût also wie unter c) eine Emiedrigung 
der Ordnuug zu. Dasselbe gilt, wenn. die vorgelegte Diffèrential- 
gleichung eindimensional ist bei Betrachtung von y als Grôfie der 
m-ten Dimension. In dièsem Fall setzt man 


also 

und 


x n z , 


x = e*. 


Z6 




T, -(» + -*) 


d*y 
dx * 


+ ( 2 “ - 0^ + »(* - 1)*) 


usw. 


e) Exakte Differentialgleichungen. Eine exakte Differential- 
gleichung ist eine Gleichimg von der Form 

d *- ty dy -U À 

L..»» s~n-i y,x ) 


0, 


W»’ dx n ‘ 

wenn Vdx das exakte (tfollstandige) Differential einer Funktion U ist. 


wobei U eine Funktion von 


d n 




—r bis y und x ist U — const ist 
d* t*" 1 

dann ein intermédiares Integra! Eventuell lâBt sich Vd 'x durch Mul- 


tiplikation mit einem Faktor, namlich einer Funktion von 


dx 


»— î 


bis 


y und x zum exakten Differential madhen. (Integrierender Faktor.) 


4. Lineare Differentialgleichung 2. Ordnung. 

a) Die allgemeine Form einer linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung ist: 

(i) 


d ü?+ x iT; + x *y = x >’ 


wo die X x , X %) X 8 Funktionen von x oder konstant sind. 

Setzt man X s gleich Null tmd ist y Q eine Losung dieser redu* 
zierten Gleichung, so lautet die vollstàndige Losung der ursprüng- 
lichen Gleichung: 


(2) y - C,y„ + y 0 J y 0 X,J™-ix). 

b) Kann man für die reduzierte Gleichung keine Losung erhalten, 
so kann man setzen: 


(3») 


y 
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ferner 

(3b) 


T y * dX x 1 y 2 

i 2 d* 4 *1 * 


Dann hat man statt der ursprünglichen Gleichung die Beziehung r 


( 4 ) 


d*v 

1x* 


+ Iv = X a 


ÀSXidœ 


deren Lôsung jetzt zu versuchen .ist, indem man die rechte Seite 
gleich 0 setzt und zunâchst eine Lôsung der so reduzierten Gleichung 
sucht, Jheifit die Invariante der Koeffizienten der Difîerentialgleichung. 

c) An Stelle der reduzierten Gleichung der ursprünglich vor- 
gelegten linearen Differentialgleichung 2. Ordnung kann man sich 
demnach auf die Behandlung der Normalform 


( 5 ) 



Iv — 0 


beschrànken. Führt man die Gleichung 


d*y 


+ X l £ + X 1 y-0 


dürch irgendeine Substitution y = z f(x) über in 


( 6 ) 


&-+xt£ + xt,-o. 


so hat, nachdem das Glied mit ^ durch die Substitution z — w-e * * 

weggeschafft ist, diese Gleichung ebenfalls die Normalform 


d q w 
dx * 


-f~ Iw =• 0 f 


wo I dieselbe Funktion von X lt X a ist, wie von X% und Xi (daher 
ihre Bezeichnung als Invariante). Haben umgekehrt zwei Gleichungen 
(wie die fîir y, X 13 X 9 und z , Xi, Xi )- dieselbe Normalform, so kônnen 
sie ineinander transformiert ■ werden. 

Spezialfall: Ist I=ax m , so ist eine Lôsung: 



wo Z i eine Zylinderfunktion der Ordnung — ^ bedèutet (s. S. 63 ff.). 

ni+8 

d) Intégration durch Ânderung der unabhângigen Variablen. 
Führt man in der ursprünglichen Gleichung ein: 

i — f *-!***• dx, 

an Stelle von x, so verschwindet der Koeffizient ides durch einfache 
Substitution von z auftretenden Gliedes mit und man erhalt die 

1 s d&X ", 

'■ 8 * 
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Gleichung: 



Besonders einfach ist die Lôsung in folgenden 2 Fâllen: 
1. Erfüllt z die Gleichung: 



so wird, 

y = C x st* + C 9 z?, 

wo a und fi die Wurzeln der Gleichung m(m — l) + / tt = 0 sind. 
2. Auch im Falle 



lâût sich leicht ein Intégral finden. 

e) Die Variation der Konstanten 1 ). Ist y x — f x (x) eine Lôsung 
der reduâerten (homogenen) Gleichung 

so ergibt sich als weitere Lôsung 

(7) . 

wo G eine beliebige Konstante ist. Die vollstandige Lôsung der 
reduzierten Gleichung wird dann 

W y = Ciyi + c*y*. 

Um die Lôsung der inhomogenen Gleichung zu finden, werden die 
Grôfien C x und C 9 jetzt nicht mehr als Konstanten sondem als 
Funktionen von x betrachtel^ die so zu bestimmen sind, daû die in- 
homogène Gleichung erfüllt wird. 

Die Form der Lôsung ist für die homogène und für die in- 
homogene Gleichung dieselbe. Der Unterschied liegt darin, daû die 
Konstanten, die in der Lôsung der homogenen Gleichung auftreten, 
in der Lôsung der inhomogenen Gleichung .als Funktionen der un- 
abhângigen Variablen erscheinen. Diese Méthode wird als „Variation 
der Konstanten** bezeichnet. 

Dabei hat man eine Relation zwischen C x und C 9 frei. 

Man fordert, daû 

d C t | d Cq 

(9) yi-57 + yvâT = ° 

ist und erhàlt aus 

y = Ci Vx + C* 9 y 9 =. C x f x (x) + C a £ (x) 


*) Spezialfall von 2 b) S. 110. 
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durch Différentiation , ‘ b >_ 

— r dy i JLr iy * 

i» — d* "T" ~n 

*Ï1 — r j- r i . *c % dy a 

dx* 1 dx 9 7 ~ * dx* ' dx dx ‘ dx dx 

Die Substitution dieser Werte von und in die inhomogene 
Gleichung ergibt 

ÉQ-ül j_ y. ! ^"V, - ' 

dx dx ' dx dx * * 


Daraüs folgt 



wo E und E willkürliche Konstanten und G eine von der Wahl von ÿ x 
und y 9 abhangende Konstante ist fs. oben). 

Das vollstandige Intégral der inhomogenen Gleichung 


■ $+*.£+**-*■ ' V 

ist schlieBlich 

* £ 

( 11 ) 

wobei /j und f 9 partikulàre Intégrale der homogenen Gleichung sind. 

Der Fàktor von X a im Intégral stellt die Einwirkung dar, die 
von der Stelle £ auf die Stelle x ausgeübt wird. Man bezeichnet ihn 
als Greensche Funktion (vgl. S. i 1 i). 

Ein Spezialfall zu e) ist folgende: . 

f) Lfisung der inhomogenen linearen Differentialgleichung 
2 . Qrdnung mit konstanten Koefîizienten mittels einer Greenschen 
Funktion (Erzwungene Schwingung), wo. diese offenbàr nur von (* — £) 

abhangen kann. x bedeutet usw. 

(12) x-\-a.x-\-bx*=* f{t) = beliebig gegebene Funktion 1 ). 

Der Ansatz: 

• t 

(* 3 ) X= lf(%)q){t — x)iT ■ 


*) Die Bezeidhiiuxig ist hier dem physikalischen Problem ang'epafit. Die 

Bnchstaben t, t, x entsprécheu den obijjen x, £, y. 
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mit der spâter zu bestimmenden Funktion <p(t) führt zu 

i 

x = f(t) (0) + / f(x) tp(t — x) dx 
— 00 

t 

■ X ■ f(t) <p (P) + f(t ) <p( 0 ) + S f(t ) p (t - t ) dx . 

— 00 

Das gibt in die obige Differentialgleichung eingefügt: 

( 1 4 ) f(t) = \f\f) + a f(t )] p ( 0 ) + f(t) p ( 0 ) + / fit) {ip + a p + b p) ir. 

— 03 

Da diese Gleichung für aile Werte von t erfüllt sein soll, ist ein 
naheliegender Ansatz: 

çj(0) = 0; 93 ( 0 )= 1; ip-\-aq>-\-bq> = 0, 

d h. 

“ 7 * ( t J -tJ 

(45) <p(t) = -^=\* V — « v / für positives Argument, 

y a® — 4 6 

= 0 ' für négatives Argument 

Sonderfâlle: I. a 9 < 46 (schwache Dâmpfung). Zur Abkürzung 
setzen wir 

^*-b = ico 0 ; j=à; cp {t) = *— sin m 0 1 

mit co 0 als „Eigenfrequenz ff . Die Losung wird dann: 

t 

f { 0 — sin O) 0 (t — x) dx. 

— CO 

IL a 9 = 46 (aperiodischer Grenzfall) 

« 

x = f f(x)-e~ i(f ~ xi (t~x) dx. 

.. — CO 

HL a 9 > 4 6 (starke Dâmpfung). Zur Abkürzung setzen wir 



Beispiele für verschiedene f(t): 

A. f(t) = — im Intervall . T bis T-f-e, im übrigen =0 (kurzer 
Impuls). 


Lineare Differentialg-leichung 2 . Ordtmng-. 
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-àit-T) 

I. « a <4&; x = p sin co 0 (t — T) 

®0 

n. . a 9 = 4b; x == p. e -*i*-W(t - T) 

m. a a > 4 6 ; * = 5 -^-=- fc-*!»-*) - «-a-P-D) 

o 9 — Oj ' ' 

B. f(t) = A. * sin co t (Periodische Kraft). 

x = B- cos (co t — fi). 


fax t> T 


worin für 


L 

a % < 4b: 

B = 

IL 

a* = 4b: 

B = 

ni. 

a* > 4b : 

B = 


V (â* + a>fi — a» 8 )® + 4£® o>® ’ 

4 

V(*— «•) , + 4a , «» * 



V(d l 3 11 - û ,-)« + (<5i + a 9 )“®» 


t g â= â ' +a f-*’ 

26a> 

tg P— 2 5 co ■ 

tea-AAr * *. 
P & + «,)<» 


f) Intégration durch Reihenentwicklung. 

Die Differentialgleichung 2. Ordnung sei eventuell durch Entwick- 
lung auf die Form gebracht; 

( 16 ) l^( a o + «i # + <**#* + •••) + ^( & o + &i * + •••) 

+ y(c 0 H-«i*+-) — $,+A*+^ *■+••: 

Man macht jetzt den Ansatz: 

(17) y = a 0 + a 1 #4-a,* a + ... 

Die Aufgabe ist dann, die Koeffizienten a { dieser Entwicklung zu 
bestimmen. Durch Einsetzen des Ansatzes fur y, sowie der daraus 
formai gebildeten Ableitungen: 

^ = 0 ^ + 2ct^ x + 3 a 8 x 9 + . . . 

und 

= 2a a + 2 • 3a a * + 3 '4a 4 * a + • ■ • 

in die Differentialgleichung findet man, da die resultierende Gleichung 
in x identisch erfüîlt sein muû (Koeffizientenvergleichung), das folgende 
Gleichungssystem für die a t : 

« 0*0 +“ 1 ^ 0 + 2 a 0 = «o 

a o^ + a i( & i + c o) + S( 2 ^ + 2 fy>) + V 2, 3«o==<*i u 3 ^- 
o der allgemein: 

(18) Jja, (» (i - 1) a n _ {+i + * b H _ i+1 + *„_<) = d B . 

Die Auflôsung ist sukzessivé môglich, wenn a 0 4=0 ist. Jede 
Gleichung enthâlt eine Unbekannte a { mtehr als die vorhergehenden: 
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und liefert daher unmittelbar deren Wert, wenn aile für k < i 
bekannt sind. 

Man sieht sofort, dafi zwei et beliebig angenommen werden 
kônnen, z. B. ct 0 und a 3 ; dann liefert die erste Gleichung « a , die 
zweite ct^ usw. (Vgl. S. 58.) Um eine Lôsung y 0 der inhomogenen 
Gleichung zu finden, kann man z. B. a 0 = ct x = 0 setzen. Sind aile 
d { * 0 und setzt man Oq = 4, — 0, so erhàlt man eine Lôsung y 1 
der homogenen Gleichung, ebenso eine zweite Lôsung y a für d { = 0, 
a o — 0, «! = L 

Die allgemeine Lôsung ist dann y 0 -j- Ay x + By a mit beliebigem 
A und B. 

Es bleibt natürlich zu untersuchen, ob die gefundene Entwicklung 
konvergiert. Eventuell wiederholt man das Verfahren, indem man 
in einem andem Punkt entwickelt (Substitution: x' = x — x 0 ). An 
singularen Stellen der Differentialgleichung macht man Lôsungsansâtze 
der Form: 

+ «!* + ■■•) 

oder 

x'inxfa + c^ x + ...), 

wo r passend zu wâhlen ist. 

Analog verfahrt man bei Differentialgleichungen hôherer Ord- 
nung. 

Nach diesem Verfahren findet man z. B. fôlgende Lôsungen 
praktisch wichtiger Differentialgleichungen: 

1. Gaupsche Differentialgleidnmg : 

Lôsung: *. 

y = AF[a, fi, y, x) -f Bx^F [a + i -y,p-\-\ — y, 2 — y, x) 

B [et, fi, y, x) bedeutet hierin die hypergeometrische Reihe: 

4 l a P x \ 9 , «(«+l)(tf + 2)/?^+1)(/?+3) , 

' 1-T " r t-2-y(y+l) *■ ' i.2-3-y(y+i)(y + 2) ' *** 

A und B sind willkürliche Konstanten. 

2. Legendresche Differentialgleichung: 

* 

n ist eine ganzzahlige Konstante. 

Lôsung: y = AP n [x) + BQ n [x). 

P n bzw. Q n bedeiiten Kugelfunktionen 1. bzw. 2. Art (s. Seite 54ff.). 
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3- Besselsche Diflferentialgleichung : 

+ -n a )y = 0. 

w ist eine Konstante. 

Lôsung: y = 4J n (*) + BiV fI (#). 

/ n bzw. iV M bedeuten Zylinderfuiiktionen 1. und 2. Art (s. Seite 63 ff.). 

5. Système von Differentialgleichungen (simultané 
Dif f erentialgleichungen) . 

Sind die Gleichungen nach den Diflferentialquotienten aufgelôst, 
von 1. Ordnung, und existiert neben den n abhângigen Variablen y 
der n Gleichungen ûur eine unabhangige Variable x, so hat das 
System die Form: 

^ y», y. y.) 

(i) ^■“/ > (*.y 1 .y.»'--.y,) 


^5 

dx 


— y*»--» yj. 


Auf diese Form kônnen aber aile Système von n Differential* 
gleichungen mit n abhângigen Variabeln einer unabhangigen Varia- 
beln gebracht werden. Kommt nâmlich z. B. auch die 2. Ableitung vor, 

z. B. -j—ii so führt man eine neue abhangige Variable y n+1 ein durch 

die weitere Gleichung ^ — y n+1 und ersetzt durch • 

Analog verfâhrt man beim Auftreten . hôherer Ableitungen. 

Die vollstândigen Lôsungen stellen ein System von n Gleichungen 
dar von der Form: 


<Pti x > Vi> ■ • ■» y n > Ci> ■ • •» cj = o 
(2) <P 9 { ) - 0 


P„( ) = 0», 


wo die C { willkürliche Konstanten sind. AüÛerdem kônnen singulâre 
Lôsungen bestehen. 

Die Differentialgleichungen kônnen auch in der Form geschrieben 
werden: 


(3) 


dx 

dx- 



usw., 
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wo X, X x usw. Funktionen von x, y x , y % , . .., y H sind, also 

00 


(4) 


il — ivi — ty* — — d v* 

x x x ~x~ t * = x n * 

Die Lôsungen kônnen ferner auch in der Form geschrieben werden: 

^9 (*» yj = usw., 

wo die W { voneinander unabhàngig sind. (Nichtverschwinden der 
Funktionaldeterminante.) 

Jede Funktion U (JP X3 W 9 , ... ist konstant gesetzt dann gleich- 
falls eine Lôsung. 

Es besteht dann die Gleichung: 


(5) 


y- £ | y i v ** H i o 

A 3* + ^ 3^ + 8y a + °‘ 


a) Système linearer Differentialgleichungen mit konstanten 

Koeffizienten. 

Die Zabi der Gleichungen sei gleich der Zabi der abhangigen 
Variablen. 

Hat man nur zweî àbhângige Variable x und y und die eine 
unabhângige Variable t, so lautet das System 


/ 6) fi( D )* + <Pi(D)y=T L 

W ' f,(p)x + V ,(,D)y~T t . 

f(D)x ist eine Abkürzung (s. S. 107) für 

(7) C »r^ + C 1 ~+..-+ C n x-(C,D’+C 1 D^+ ... + CJz. 

T x und T % sind Funktionen von t allein. 

Berechnet man nun X 1 , X 9 , . . ., X m als Wurzeln der Gleicbung 

(8) <p 9 (X)f x (X) - <p x (X)f 9 (i)==0. 
so ist die voUstdndige Lôsung 

/q\ x=*A 1 e l >‘ + A,e t .‘ + ...+ A„e>~‘ + P(t) 

w y = B 1 e‘.> + B,e l ‘‘ + ...4:B„t l -> + Q(t), 

worin die A i willkürlicbe Konstanten sind. 

Die B i folgen aus den Relationen 

A i fi W + B i 9% W = 0 • 

P(t) ist dabei ein partikuldres Intégral der Gleichung 

{ <p* P) fl P) - <Pi P) A P)} * - % P) Zi - ^ P) r 9 . 

Q(t) ist ein partikuldres Intégral der Gleichung 

{?> P)/i P) - P)/i P)} y = /i P) r 9 - A P) Zi- 
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Sind zwei A, z. B. A x und A^, komplex und konjugiert, alsô 
A x = tc-\-ifi J A 9 = a — ifi t 
so heiBt der entsprechende Teil von x 

e at (Lj cos fit + L 9 sin fit), 

und von y 

e at (Afj cos fit -f- M % sin fit) . 

Die Relation zwischen den L und M findet man am besten [durch 
Einsetzen in die Differentialgleiçhung. 

Sind zwei A gleich, z. B. A± und so heiBt der entsprechende 


e Xit (A + A't), 


Teil von x 
der von y 

e^iB + B't). 

Dabei gelten die Relationen: 

A'f 1 (X) + B’q, 1 {X) = 0 , 

A f x {X) + B Vl (XJ+ A' d Jj@ + B’ = 0 . 

Führt man entspr. S. 121 neue Variable y i ein, so kommt man 
zu dem allgemeinen Fall: 


b) System homogener linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung. 

|7 = c 1 iyi4-c M y* + --- + Ci„y n 
(io) = c ai ^ + c »« y« + • • • + c an y n 

■ TÎ= c «iyi + °.> + + 

Die c ih seien Konstanten. Man setzt y x — a x e Xm , y a = a 9 g** usw. 
Dann erhalt man A als Wurzel der Gleichung 




Cil Ai C 19 

•• c i« 

(11) 

L(X) = 

°91» 

c n -A. 

• • C 9 n 



C «l* 

c «a 

•* C n«“^ 


Ihre n Wurzeln seien A 1} jl g , . . A n . Dann wird 

Vi = K*!! 6 * 1 * + Mm**** + • • • + K*!* 6 *** 
y* = + K******* + • • * + K a %n*** 9 


Vn~ V»1 ***•+ + K a n n e ln "> 


( 12 ) 
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wo die h wülkürliche Konstanten sind. Die a ik sind die Lôsungen 
des Gleichungssystems : 

( c n ~~ ^k) a ik H - c ia a ah + • ■ • + c m a ni i ==s ® 

C ai‘ a i le ( C *9 ^Jt) a at ”1" • • • H - a nle “ ® 


(* 3 ) 

C nl * ®lft .+ +-‘ + ( C flB"y a Bk“ 0 

Die Lôsung ist nur dann vollstândig, d. h. man erhâlt « linear unab- 
hângige Système von Funktionen, wenn aile X t verschieden sind. Treten 
w- fâche Wurzeln auf, so erhâlt man die noch . fehlenden Lôsungen 
durch den Ansatz: 


Vi — ( a t + M + • • • + U% m ) * km - 


6. Totale Differentialgleichungen (Pfaffsche Gleichungen). 


Eine totale Differentialgleichung in drei Veranderlichen, homogeü 
und linear in den Differentialen, bat die Form 


(1) Pdx + Qdy + Rdz = 0, 

worin P, Q, R Funktionen von x, y, z sind. Durch diese Gleichung 
wd jedem Punkte des Raumes ein Flâchenelement zugeordnet 
i. Die Beziehung 




die sogenannte „Integrabilitatsbedingung", ist notwendige und hin- 
reichende Bedingung für die Existenz einer Lôsung von der Form 

(3) 0{x, y, z)*=C. 

Geometrisch bedeutet di& Lôsung eine Flâchenschar» Eine Gleichung, 
die die Integrabilitatsb e dingu ng erfüllt, heiflt auch eine „eigentliche“ 
totale Differentialgl e ichung." 

2. Ist K^r 0, so bildet man eine wülkürliche Beziehung 

V> (*, y, s) = 0 

und ihr DifFerential 


d\p 

dx 


ix + ytiy+^ix^O. 


Bestimmt man aus diesen zwei Gleichungen z und dz als Funktion 
von x, y, dx, dy und setzt man die Werte für z und dz in die totale 
Differentialgleichung ein, so erhâlt man aus ihr eine Gleichung der Form 

(4) Mdx-j-Ndy — Q, 

wo M und N Funktionen von x und y sind. Das Intégral dieser 
Gleichung sei 

. cp (x, y) = C. 
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Dann besteht die Lôsung der ursprünglichen Gleichung aus den beiden 
simultanen Gleichungen 

( 5 ) = 0 

1 <p{%,y) = C 

Die Lôsung bedeutet also gewisse Kurvenscharen auf beliebijren 
Flâchen. Derartige Gleichungen, fur die K 4= 0 ist, heiûen auch „un- 
eigentliche“ totale Differentialgleichungen. 

Im Falle K=0 wird die Lôsung (x, y, z) = const folgender- 
maJBen gefunden. Man bildet die Hilfsgleichung 


Pdx -f- Qdy = 0 

mit z als Konstante und sucht ihr Intégral u (x, y, z) = u — const; also 


du j , du , n 

— dx + — dy = 0; 


dann bestimmt sich ein „integrierender“ Faktor X durch’ 

. 1 du i du 

P dx--Q'Jj’ . 

welcher die Gleichung 


X (JP d x -(- Qdy -j- Rdz) = 0 
auf die Form bringt: 

du-{-Sdz = 0, 

worin 

u X 

bedeutet Führt man schliefilich in S statt x, y, z die Variablen x, u, z 
mit Hilfe von u (x, y r z) = u ein 

5 (*» y> *) — s ( x > «. *)> 

so wird in dieser neuen Form S von x unabhangig. Das vollstândige 
Intégral y> («, z) = const der Gléichung 

du -{-'Sdz= 0 

gibt dann eine vollstândige Lôsung der ursprünglichen DLfferential- 
gleichung, wenn man in ip (u, z) noch u durch u (x, y , z) ersetzt: 

xp (u, z) = 0 (x, y, z) = const 

Statt des oben bestimmten Wertes X ist auch X -F(<P) ein integrieren- 
der Faktor, wo F eine willkürliche Funktion der Lôsung bedeutet 
Die Integrabilitat, d. h. die Existera eines intëgiierenden • Faktors hat 
die geometrische Bedeutung, daû, wenn man x, y, z als Koordinaten 
im Raum auffaût, man von einem gegebenen Punkt aus, langs solcher 
Kurvenstiicke, die Lôsung der . Differëntialçleichung sind, nicht jeden 
Punkt seiner Umgebung érreichen kaun. 
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Für mehr als drei Variabeln gelten analoge Aussagen im Mebr- 
dimensionalen; für nur zwei Variabeln existiert immer ein integrieren* 
der Faktor. 


C. Partielle Differentialgleichungen. 

L Verschiedene Arten partieller Differentialgleichungen 

1. Ordnung. 

L Die in den Ableitungen lineare partielle Differentialgleichung 
mit zwei unabhângigen Variablen x und y und einer abhângigen Va- 
riablen z lautet: 


(1) 

wo 

( 2 ) 


P(x, y,z)-i I + (?(*, y, z)q = R(x, y, z) 

n dz dz 

$ ~~-dx* dy' 


Man bildet das System der gewôhnlichen Differentialgleichungen (siehe 
S. 122) 

r N dx dy dz 

(3) T^-q^-r 


und bestimmt fur dieses System zwei voneinander unabhangige Inté- 
grale u(x, y,z) = a und v(x, y, z) 

Dann ist <p («, v) = 0 eine Losung der gegebenen Gleichung, wo <p 
eine beliebige Funktion ist Diese Losung enthâlt aile Lôsungen mit 
Ausnahme der singularen. 

Entsprechend wird bei mehr unabhângigen Variablen verfahren. 


IL Hauptformen partieller Differentialgleichungen erster Ordnung. 

1. Hauptform: \p{j>,ç£) — Q oder q = f(fi)- 

Die Variablen treten nicht explizit auf. 

Das vollstandige Intégral ist 

z = ax + b y -f- c, wo yj(a,b) = 0 oder b = f(a), 

also 

z = ax + yf(a) + c. 

2. Hauptform: x (*> P> ?) “= 0 . 

Die unabhângigen Variablen treten nicht explizit au£ 

Man setzt z = z (x a ÿ) = z Es wird dann 

dz dz dz_ \d£ dz^ 

* “ Tf ' Jx ~~ d( • Jÿ~~ a dÇ’ 

das führt auf Z { z jj> a jj) ■** 0» also auf eine gewôhnliche Difïerential- 
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gleichung. Es wird dx , , 

V\ x * °)> 

also f da 

3- Hauptfo.rm: q>(x, p) = rp(y, q). (Séparation der Variabeln.) 
Man setzt beide Seiten gleich einer Konstanten x und erhalt 

p = & x {%,d), q = (y, a). 

Die Intégrale dieser beiden Gleichungen 

x = f x {x, a) + einer von x unabhangigen Grôfie 
x ~f % (y, x) + einer von y unabhangigen Grôûe 
sind enthalten in 

* — fi ( x > a ) + ft (y > a ) + &> 

der vollstandigen Losung der ursprünglichen Gleichung. 

4 . Hauptform: * = px + qy + ?>(£, ÿ). 

Die vollstandige Losung dieser Gleichung ist 

z = xx -f- by -{“ <p (x t &)# 

2. Partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung. 

a) Die in. den 2. Ableitungen lineare Gleichung 2 . Ordnung. 
Sie lautet: 

(1) Rr + 2Ss + Tt=V, 

wobei 

M r= s — = d JL o Jll _3_P__8q_ 

W r Q X * Vx’ dx dÿ 9y~ dx’ f= * dy*~ dy 

ist und R, S, T, V Fuhktionen von x, y, z, j^ = p, j sind. 

Von praktisch besonderer Bedeutung ist der speziellere Fall. wo 
die R, 5, T nur von x und y abhangen. Dann kann man die 
Differentialgleichung durch eine Transformation: 

£ — £ {x, y) 

in eine der fôlgenden Normaltypen überführen: 

a ) w*+iiï iS = F { s,ri ’*> d é’ ïï)’ («“p****® T ypH 

( 3 ) fi) jp— ^== 2 ^, 17 ,*,^, Jj)> (hyperbolischer „ ), 

?) .. W ==F {t ,vl ' z ’% , ^i)> (parabolischer „ ), 
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je nachdem, ob die Déterminante: 

\RS\ 


ST 


>0, oder <0, oder =0 ist 


Diese Tr ansf ormation findet man auf folgende Weise. Man bildet 
die Hilfsgleichung: 

Rdy* + Tdx* — 2Sdxdy = 0. . 

Diese in bezug auf ~ quadratische DifFerentialgleicbung lSJBt sicb 

n aç h ihren Wurzeln zerlegen und liefert 2 gewôhnliche Difïerential- 
gleicbungen i. Ordnùng. Lôsen wir diese Gleichungen in der Form: 

fxix,y)=^a 

bzw. f 9 (x, y) = b, 

so werden dadurch 2 Kurvenscharen in der x-, y-Ebene defini ert mit 
den (evtL komplezen) Parametern a, bzw. 5. Füirt man diese & und b 
als neue Variable ein, so reduziert sich unsere Ausgangsgleicbung auf 
folgende Form: 

«P* - •( -l P* 8*\ 

Setzt man nun:. 

b = i — ij> 

so erhalt man die Form (J3), setzt man: 

a = £ + **} 

b = f — itj , 

so erhalt man die Form (a). Wird schliefîlich a = b (wegen S 1 — RT), 
so setzt man: 

t] = beliebige Funktion von x und y, und erhalt die Form (y). 


b) Méthode der Séparation der Variablen. 

Eine haufig brauchbare Méthode zur Zurückführung, besonders 
der in der Physik vorkommenden homogenen partiellen linearen 
Differentialgleichungen auf gewôhnliche Differentialglei chungen besteht 
darin, daû man partikulàre Lôsungen von der Form 

sucht, wo V die abhângige Variable, q v q 9 , q n die unabhangigen 
Variablen, z. B. die Koordinaten des Raumes und eventiiell der Zeit 
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1: 


bedeuten. Von der Wahl dieser Koordinaten hàngt danii die sj 
zielle Form der Gleichungen bzw. der Losungen ab. Durch linea 
Kombination der Partikularlôsungen findet man die vollstandi. 
Lôsung. 

Setzt man den Ansatz für V in die gegebene Differentialgleichui 
ein, so ist es hâufig môglich, z. B. durch Division mit /à*/g • • • /*> £ 
auf eine Form zu bringen 


(5) 



ÏL 

Hx 







0, 


d. h. auf eine solche, daB die Gleichung in zwei Summanden zerfal 
von denen der eine 0 X die eine ùnabhangige Variable, z. B. q v aile 
enfhalt, wahrend im andern q t nicht vorkommt Da diese Gleichui 
für beliebige Werte von q x gelten soi], muB 0 X gleich einer Ko 
stanten sein. 

Wir setzen daher = const = — 0 X „ Die erste Gleichung i 
eine gewôhnliche Differentialgleichung, die zweite sucht man anale 
wie die ursprüngliche weiter zu zerlegen. 

Als Beispiel betrachten wir die Gleichung (vgL unten 8, b) 


( 6 ) 


j'V . i iV . 1 

0g* g 0g ‘ g* dtp * 



A*V=0 . 


Wir setzen V = P (g) 0 (<p) Z (z) und setzen ein: 

P"‘0-Z + —'0-Z + -^&"-P'Z4-P$Z" + l 9 P0Z = O 

g g" 


oder 

(7) 

P" , P ' 1 

P qP ' g* 

• z w 

+ T + *” 

Es wird also: 

£1 

z , * 

Z = e±<*‘ 


Q" a 

~çT œ — »* ; 

0 = 


Ç + + (vgl. s. 6} 

also 

F= Ô— <(i ®— V>l a — k*), 

wo k und m beliebige Konstanten sind. 

Weitere partikulare Losungen sind auch Ausdrücke der Form 

w- js- S *>(*)<** usw - 

; Mat Hilfe dieser Méthode findet man z. B. Losungen von folgeï 
den DifFerentialgleichungen: 

. Itadelang, Hatb. HDbmlttaL ■ " - 
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i. AV=Q in der Ebene 1 ). 
a) & = & = AV 


8 a v , d*v 


0. 


dx 9 ' dy « 

Partikulare Lôsung: F fc = 

bzw. 7= £ (* + iy) + f t (x- iy) 
v o = ( a i x + a 9 ) fay + bj. 
8*v , i dv , i d a v 


b) îi = f>. *V- tg . , f de 

Partikulare Lôsung: V x — Q— i e ii ' p 

K = a i + a * ln e- 

2. id F == 0 im Raunte. 

d*v 


g 9 dtp * 


O. 


a) &«*, qi=y, ?„=*; AV- 


d 9 v ■ s 9 v 


dx 9 1 dy 9 1 dx 9 

Partikulare Lôsung: V hlm = «(*»+*»+»«), wo Jfe a + Z* + f» a = 0. 

_____ u _i d 9 v , d*v 

Bq* 


•i v , rr d 9 v . i dv 

b ) ?i=e> + T 


g 0g g® dtp 1 


Sx® 


= 0 . 


Partikulare Lôsung : v) Z m (* k q) *) 

V 0m =(a 1 z + a,) & m e±<”*’ 

Vto— ± * ÈK (hr + K)Zo(i*Q) 

V oo === ( a i* + «a) ( b i <P + K) i c i + c 9 In Q) • 

c ) 9i = 7» ? a = 9>> = 


i d 9 V 


sin®0 dtp* 


0. 


Partikulare Lôsung: 

bzw. F r nfc = (fl 1 r n 4-« 1 r- (n+1) )e ±<iç5 P n *(cos^)*). 


S®F 

Sx® 


_SF 
Sy * 




i* 

+<i« y 


Vq — a i x ~h a t 


*) Die inhomogene Gleichung A V = a wird gelëst durch F = F* -j* F 9 , wo 

^F 1 = 0, JF fl = a bei x. B. F 9 = x 9 oder ~y* oder — 

®) Z* bedeutet eine Zylinderfunktion m-ter Ordnung (vgL S. 63). 

•) Y* bedeutet eine Kugelfunktion «-ter Ordntmg (vgl. S. 59)* 

4 ) P„* bedeutet eine zugeordnete Kugelfunktion (vgl. S. 61). 
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4. 


5. 


-«'-ET ( V S'- * a )- 


dx » ** 0y« 

F„ = < ± *<'±*« bzw. r-/;(* + ay) + /;(«_ay) 
V» =* («i * + *«) ( J i y + 6 S ) ■ 

~ + ‘ , 07 = i 0 jT' 


0 * 




6 . 


0 a P , 0 a 7 
0y a 


* 3 F=0. 


^0 = (*1 + (*i y + i a )- 

0* a ‘ 0y a “ dx* u dt’ r a,fi,r e -*r—* 

7- A F -J- A 3 F = 0 in der Ebene. 

a) q 9 = y; AV+Â*V^- gxt 

pr^ ^ a* 2 *+<y ^i*+(l— a*J A* 

V„« = (bzw. - wo „* + «•=,!») 

■p^ __ ^ +tg+iy Vt*+A* 

T7 00 a =( flt l^ + «2) ôUtf - 

b) & = ÿ # = çj. 

^o = ( a i < p + «s) 2 : o(- l e)- 

8 . AV-j- A 3 F= 0 im Raume. . 

a) î t — *, ?, = y, ? 8 =«- 

F lw = *<(**+1*+»*) , woP = i 9 + i« + m 9 . 

b ) ?i = e» îa^^ «*“*■ 

C ) ?l“'> ?9 = <P> 

F, = i2„i(lr)Y,(«,y) (vgl. 2). 

Partikulâre Lfisungen der Mazwellschen Gleichungen. 

Auf eine Gleichung der Form: 4 F -f- A* F = 0 lassen sich auch 
die Maxwellschen Gleichungen zurückführen: 


(O 


. -T^ = rotœ - 

div $ = 0 . . 


S. 216. 


l ) Betreffs der Vektorsymbole vgl. den Abschnitt „Vektoranalysls“ sowie 



132 Partielle Differentialgleichungen. 


Durch Einsetzen der folgenden GrôBen: = $ s =iQ 0 6 io> * 


ip 


2 », 


o» 


p «cj/e^a — (P ~ komplexer Brechungsindex) , § 0 

wo co ein willkürlicher Parameter, die Frequenz, ist und (£ 0 , $ 0 und 
SK,, von t unabhangig sein sollen und durch die Ersetzung aller 

Lang en l durch die dimensionslosen „Lângen K l\ wobei V = 

c \ 

erhâlt man die in © 0 und 2Jï 0 symmetrische Form: 


( 2 ) 




« 0 = rot'SK 0 
2J1 0 = rot' S 


/ rot 

I rot' = — - 
l <°P 

' c 


ldiv'2R 0 = 0. 

Die Lôsung dieser Difierentialgleichung wird erleichtert durch 
Einführung des transformierten Hertzschen Vektors durch die De- 
fmitiônsgleichungen : 


( 3 ) 


J grad' div' ^B 0 + = rot ' rot ' » 

l SDIq = rot' îp o . 

Dies führt auf die eine Difierentialgleichung: 


grad' div' — rot' rot' $ 0 + î|5 0 “= 0 » 
oder <d'$ 0 + $ 0 «0. 

Das sind Differentialgleichungen der Form AV-\-V=* 0 für die 
( Cartesischen ) Komponenten von i(î 0 . Aus *p o findet man durch Eii> 
setzen die Komponenten von (£ 0 und 30^,. 

1. Cartesische Koordinaten (x',y',z r ): 

= P 0|r = 0; Po* — 0 ; (£ a + P + m 9 = l), 

Eo m = C(1 — 

Eo v = — C- kl- eU-), 

Eq 8 «= — C-km-e 


Afo« =» 0, 

Afoy = C-im-e*^, 
Mq u ■= — C-il-e^-K 


Weitere Lôsungen findet man durch zyklische Vertauschung der 
Komponenten, sowie durch Vertauschung von (£ 0 und 90î o . 

2. Zylinderkoordinaten (g', q>, z*). 

Po- = c x - ««»*’+**'> z n (i q ' yV-'k*) 

Poy«C fl .^-).Z B (-) 

Poe = ) 


Po e = (C t cos ç? + C 3 sin <p) Z n (— ) 

Pô? — (— C t sinç) + C 9 C0S99)«<(-)Z W (— ) 

Pot=*C s eH-)Z n (-). 


oder 
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Für C x = C 9 = 0 wird dann 1 ): 

E 0e = C^ik VT^Îfe 5 Z J (q' Vr^â*) ««"*+**'> 

<-> 

£o, = C,(d-A a )2„(-)««-) 

«b* = C.-£z„ (-)««-> 

M„ y = C 8 yî^ï 5 2 n '(-).«‘l-> 

jMq» = 0 • 

Die Lôsungen für C x 4 = 0 und C 9 4 = 0 sind komplizierter. 
Weitere Lôsungen erhâlt man durch Vertauschung der ® 0 und 3K 0 . 
3- Polar-Koordinaten (r', <p, ô). 

Po.--^2. H My.(#,ïO 

p 0 ,=-% 2 -y 

V*' 

p 0 ,=-%2-y. 

Hieraus folgen Lôsungen* für (g und SD®. 

Um ein besonders einfaches und symmetrisches System zu er- 
halten, kann man wie folgt verfahren. Setzt man: 


^i= F -; s ) (y,i n _ 


so wird 




Für L n gelten folgende Formeln: 

V—Ai'+A.- « 

( 2 * + l) = •î'n+l + * 9 £*-l 
Ln *= f L n -\ 

AL n *=2 (n + l) 1 — Z, n 

für F’: 


grad^.^tr,.! 


■ - ■ -fê ■ + + *■'-& - - o* ■ + 9 =- (• g» d jü- . 

*). bedeutet die Ableitong von Z nach. seinem Argument. 

*) Es gibt 2 »— 1 verschiedene Y n und V n . 
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Es gilt also auch: 

Â ( £ »+ 1 ’^) + Z '“ +1 *^F “ 0 ‘ 

Die Gleichung ?)} -f- *(} = 0 hat daher die partikulare Lôsung : 
$ = L *+i W grad (f, <p, 0) • 

Hieraus folgt: 


rot *J3 = Z, n [r grad FJ = 2Jï (div2fe = 0, M r = 0) 
rot rot 5)3 = graddiv$|3 + $ = — r (fl + l)L n _i V n 

+ (*»+i ~(n + i) LJ grad V n = (g 
div$p = -(n + l).F fl I n (div (£ = 0) 

w ( n + 0 

Ausgeschneben lauten diese Lôsungen: 

£.,■=-^(,^,(0, y) 

E °* = ^n+l)V?.»in# ( 2 * +i+ *0 

= ( zi+ i + jV ^) • 4? ( # > v) 

M 0r = 0 


Afoqp — 

M 0 # = 




n(n+ 1)- V*'' 

*(*»+i)-«intf.VP Zb+ * ^ 


c) Randwertaufgaben. 

Ein weiteres Problem bestebt dan*^ Lôsungen zu finden, die ge- 
wisse ,3 andb edingungen" erfüllen. Diese bestehen z. B. Ha-rin, Haft 
auf dem Rand, d. h. auf bestimmten Kurven bzw. Flâchen F vor- 
geschneben ist Das übliche Verfahren ist darm folgendes: Man 
transfonmert die gegebene Differentialgleichung auf solche Variablen, 
daB eine Variable q r auf dem Rând konstant = c wird und entwickelt 
das hier gegebene F n a ch solchen Funktionen der andem Variablen, 
wie sie in den partikularen Lôsungen der Differentialgleichung für 
diese Variablen auftreten. Man stellt jetzt eine lineare Kombination 
von Partikularlôsungen auf, setzt in ihr q r = c und wâhlt ihre Koeffi- 
zienten so, daû sie mit der Entwicklung von F für q r = c überein- 
stimmt; da nn liefert siè (mit wieder variablem qj eine Lôsung der 
Differentialgleichung und erfüllt für q r = c die Randbedingung. 

Es ist wichtig zu bemerken, daû bei manchen Differential- 
gleichungen nicht beliebige Randbedingungen zu erfüllen sind, z. B. bei 
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d*V d*v 

der Gleichung — welche eine Gleichung vom hyperbolischen 

Typus ist, im Gegensatz zu A V= 0, die den elliptischen Typus besitzt. 

Haufig ist es nôtig (z. B. bei der Lôsung von 47=0 fiir das 
Innere eines Rechtecks, wenn V auf der Berandung gegeben ist), die 
Lôsung aus mehreren Teilen additiv aufzubauen, die so gewâhlt sind, 
daB die Randbedingungen jeweils nur auf einem Teil der Berandung 
erfüllt werden und auf dem übrigen Teil einfacheren Bedingungen 
(z. B. V— O) genügen. In Weiterführung dieses Verfahrens gelangt 
man zu der Losungsform: 

Hier bedeuten x { die unabhàngigen Variabeln der Differentialgleichung 
und die Variabeln der Berandung. Die Intégration ist über die 
Berandung zu erstrecken. 

G (£, x ) spielt also die Rolle der Greenschen Funktion. Sie erfüllt 
für die Variable x die Differentialgleichung. Sie verschwindet für die 
Berandung aufier im Punkt £ und wird hier derart unendlich, daB 
f d£G(£,x) — i wird. Die Schwierigkeit, eine solche Funktion G (£, x) 
zu finden, ist aber in der Regel so groû, daB diese Losungsform 
wesentlich nur theoretisches Interesse hat 

Im Falle einer linearen inhomogenen Differentialgleichimg: &(V) 
= <p(x,y ,.. .), wo 0 (F) eine lineare Kombination von V und seinen 
Ableitungen mit vop den unabhàngigen Variabeln abhangigen Ko- 
effizienten bedeutet, ist gleichfalls eine Lôsung von der Form: 

V=Ji 

môglich. Hier ist die Intégration über den ganzen Bereich zu er- 
strecken. Die Greensche Funktion G (£, x ) erfüllt als Funktion von x 
die homogène Gleichung, auBer im Punkt x = £. Hier wird sie der- 
art unendlich, dafl J d$ & (G , xj) — 1 wird. 

Liegen Randbedingungen vor, so erfüllt man diese so weit wie 
môglich durch Lôsungen der homogenen Gleichung. Es bleiben dann 
noch homogène Randbedingungen übrig, die von der Lôsung der in- 
homogenen Glei chung zu erfüllen sind. Diesen letzteren muB dann 
auch die Greensche Funktion genügen. 

Die Gleichung 0 (V) -f- X V = 0 hat haufig auch bei homogenen 
Randbedingungen von 0 verschiedene Lôsungen für gewisse Werte 
von X. Diese X i heiBen dann , ) Eigenwert6 u und die zu ihnen gehôrenden 
Lôsungen )t Eigenlôsungen cc . 

d) Riemanns Integrationsmethode. 

1. Es sei gegeben eine partielle Differentialgleichung vom hyper- 
bolischen Typus : 
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d*u 


C 1 ) fl* 9 

Setzt man at = y, so wird 

(O 


— a* 


d*U 


dx j 


0. 


0« J du . - 

- und y x seien steùg. 


d*u d*t* _ 
dx* ~ dy* = 

Wenn neben 


= 0, 

0 9 « 


und 


auch noch 


d*u_ 

dxdy 


B* u 

dx * dy 9 

existiert und stetig ist, so lautet die allgemeinste Lôsung: 

( 2 ) « = fi(x + y) + fz(%-y)> 

unter f ± und f 9 wiUkürliche (zweimal stetig difïerenzierbare) Funktionen 

verstanden. 

Randbedingung : Ist langs einer Kurve c im x, y-Diagramm 
— und — gegeben, so ist in einem Punkt x x , y x die gesuchte Lôsung 
u(x x , y J gegeben durch die langs der Kurve c erstreckten Intégrale: 

(?) 2 ■u(x 1 , yj - J(£ - -f£) (i* ~ iy) + /(£ + -0) (■** + d V)> 

a a 

wobei als untere Grenze a ein beliebiger Punkt der Kurve c, als 
obéré Grenze a und (} aber die Schnittpunkte der Kurve c mit den 
beiden durch (x x , y J unter. 45° gehenden Geraden: 

- y = -y i 

+ y =** 1 + y 1 


{: 


(4) 

verstanden sind. 

Über die Bestimmungskurve c ist dabei vorausgesetzt, daû sie 
von derardgen Geraden nur je ein mal geschnitten wird. (Andernfalls 

wâren die Werte ~ und —■ auf ihr nicht beliebig vorschreibbar.) Ist 

aufier ~ und 4— zwischen a und B der Kurve c noch u selbst in 
dx dy r 

a und p vorgeschrieben, so ist einfacher 


(5) 


( 6 ) 


2 w (*i> Vi) — + ut +/(^- *y +17 dx ) • 


2. Es sei jetzt die Gleichung gegeben 

d*u d*u . _ . 

— s:r + ““ 0 - 


Ihre Lôsung im Punkte x x , y x ist bei vorgeschriebenen Werten 
^ und 0 auf einer Kurve c und vorgeschriebenen Werten u a und up : 

(7) &)=««+«?+ j(v^-u^)iy+(vjf-u^)ix, 



Partielle Differentialgleichungen 2 . Ordnung. 137 

worin v eine parti kulare Lôsung der Dififerentialgleichung ist, namlich 


v=I 0 ( 1 iz ) (vgL S. 63), woî = V (y — y J 9 — (x — x x ÿ 

V = * -f" "i* "f" 2*4® 2 8 4®6® ' ' ' * 

also t> = l auf den 45°-Geraderu 

Ist statt auf der Kurve c jetzt auf der Kurve y = 0 vorgeschrieben 


-gï = F ( x )> 80 wkd 

(8) 2 u (x x , y x ) — f (*! - yj + f{x x + yj + y x Jy rt*) 

*i+Vi 

+ jvF(x)di 


*i+*i 


*i-»i 


mit 


(9) 




1 do 


* dx 2 n 2®-4~ 2 8 -4®-6 
3 . Es sei vorgelegt: 

c 9 = a 9 ^ +26^ (T elegraphengleichung). 
6t 

Wenn man setzt: U = e °*-w, so wird 

a 8®« a 3®tt 5® 

c " dx a ~ a dt* ~ U 


und setzt man femer 

so wird 

( 10 ) 


*=£*; 

d a u_ 0®« . - 

0jsr» ay* i" w — 


welche Gleichung nach (2) gelost wird. 


Literatur. 

Horh : Gew. Differentialg’leich.ungen und derselbe: Partielle Differentialglei- 
chungen (Sammlung Schubert, Bd. 50 u. 60 ). — VaJIio-Poussin: s. S. 24, Bd. II. — 
Jordan: Cours d'analyse (Gauthier -Villars). — Riemann- Weber : s. S. 75. — Courant- 
Hübert: s. S. 12 , u. a. 



Siebenter Abschnitt. 


Lineare Integralgleichungen. 

Integralgleichungen 1. Art. 

Allgemeine Form: 

(1) f(s)-jK(s,t)<p(t)dt, 

a 

wo f und K gegeben sind und <p die gesuchte Funktion ist 1 ). K heifit 
der „Kem a der Integralgleichung. Diese Integralgleichung ist im ail* 
gemeinen, d. h. für beliebige Keme und stetige f(s) nicht durch ste- 
tiges <p(t) lôsbar. Falls f(s ) entwickelbar ist in der Form: /‘(s) = 

wo die cp i Lôsungen der Gleichung: 

<Pi i s ) œ h / K ( s > <Pi (0 di > 

also „Eigenlôsungen“ sind (s. u.), dann folgt die formale Lôsung: 

cp{t) = 2c t X { (p t {i). 

Die Konvergenz dieser Reihe muB natürlich gepriift werden. 

Ist K (s, t) Greensche Funktion eines Difïerentialausdrucks 0 (D), 
(vglS.iii), so folgt unmittelbar: 

<p ( s ) = 0(D) f(s). 

Integralgleichungen 2. Art. 

Allgemeine Form: 

h 

(2) <p (s) = f(s) -f X / K (s, t) tp (t) dt. 

a 

Diese Integralgleichung ist ëquivalent dem Grenzfall lim ««oo des 
folgenden Systems von linearen Gleichungen: 

n 

(3) <P w = fM -f- xz K(oc e , Ct,)tp(a r )(a v+1 - cc y ); 

V= 1 

Q = i , 2,...,n; a «= a, < < . . . < a M = &. 

*) Die 5 und t bedeuten hier enlweder gewühnliche Variable, oder den 
Inbegriff der Variablen einer mehrdimeasionalea Manniglaltigkeit (Koordinaten 
eines Raumes, oder dgl.). 
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Bei dem Grenzübergang bleiben aile Eigenschaften des endlichen 
Systems erhalten. Es folgen hieraus viele Analogien zu den linearen 
Gleiclmngssystemen. 

F ail 1. Die homogène Gleichung (f(s) = 0) besitze keine Lôsung. 
Dann besitzt die inhomogene für jedes f(s) eine und nur eine Lôsung. 

Fall 2. Die homogène Gleichung besitze eine oder mehrere 
linear unabhangige Lôsungen <p 13 . . .,<p n . Dann besitzt auch die trans- 
ponierte Gleichung: 

b 

(4) <p(s) = XfK(t, s)<p(t)dt 

O 

ebensoviel Lôsungen g?/, <p n '. Damit die inhomogene Gleichung lôs- 
bar wird, muJB 

(5) Sf(*)<Ph (h = 1, 2,...,n) 

sein. 


Eigenwerte und Eigenfunktionen. 

Die homogène Gleichung 

h 

(6) <p (s) => X / K (s, t) <p (t) df (d. h. f(s)~ 0) 

• 

besitzt im allgemeinen keine Lôsung auûer für gewisse ausgezeichnete 
Werte des Paiameters X, die Eigenwerte des Kems. 

Die Eigenwerte X lt X st ...,X n bilden eine diskrete nirgends im 
Endlichen sich hàufende Zahlenmenge. Sie kônnen reell oder komplex 
sein. Die zugehôrigen Lôsungen <p l3 (p 9 , . . <p n heiBen Eigenfunktionen 
des Kems. 

Zu einem Eigenwert gehôren nur endlich viele voneinander un- 
abhângige Eigenfunktionen (einfache und mehrfache Eigenwerte). Jede 
lineare Kombination von ihnen ist wieder eine Eigenfunktion. Sie 
lassen sich daher durch ein aus solchen Kombinationen gebildetes 
âquivalentes orthogonales System ersetzen. 

Symmétrischer Kem. 

K (s, t) « K{t, s) (Orthogonale Integralgleichungen). 

Bei symmetrischem reellen Kem liegen besonders einfeche Ver- 
hâltnisse vor: 

4. Er besitzt immer Eigenwerte. 

2. Aile Eigenwerte sind reelL 

3. Zwei Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenw erten sind zu- 
einander orthogonal, d. h. es ist: 

(7) J<Pi (tjq^tydt^O. (*'=M) 

Sâmtliche Eigenfunktionen des. Kems bilden daher ein orthogonales 
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System, Dazu gehôrt, der freibleibende Faktor der <p i so nor« 
miert sei, dafi 

S <p?{t)dt*=\ 

wird. 

Darstellung des symmetrischen Keras durch Eigenwerte 
und Eigenfunktionen. 

Es gilt die Bilinearformel: 

( 8 ) K(s,t) = 

n 

wenn die (über alla Eigenfunktionen zu erstreckende) Summe gleich- 
màfiig konveigiert 

Auflôsung der inhomogenen Gleichung mitHilfe der Bilinearformel, 
Wenn X=$=X n ist, konvergiert auch 

( 9 ) 2ZÆMl =K ( s ,t). 

n 

K (s, t) heiBt „lôsender Kern". Er dient zur Lôsung der inhomogenen 
Gleichung in der Form: 

(1 0) <p (s) — f(s) + X J*K (s, t) f(t) dt = f(s) + X • JJ f<Pn 00 f(f) dt * 

n 

Ist X — X n , so gilt die Formel nur, wenn 

f f = 0 

ist. 

Auflôsung der inhomogenen Gleichung durch die 
Neumannsche Reihe. 

(H) <p(s)-f(s) + ljK(s, t)f(t)dt + X*JjK(s, tjKff,, t)f(l)d tl it 
+ X» J jjf K(s, t) f({) dt s il, dt + .... 

Die GrôBen 

jKis.tJKitvQdt^K^s, t) 
jK,(s,t l )K(t I ,t)dt l = IC 1 (s,t) 
usw. heiûe „iterierte“ Keme. Es gilt 

(12) '-K,(s,t) = 

* 

falls die Summe gleichmâfiig konvergiert, ebenso 

(i20 

H 
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us w. . Mit wachsender Itération konvergieren die Bilinearformeln besser, 
bei stetigem Kem stets von K k ab. 

Entwicklungssatz (Analogie zu Fourierschen Reihen). 

Ist die F unk tion F (s) mit Hilfe einer anderen Funktion G (s) 
darstellbar in der Form: 

( 13 ) F(s)~f K(s,t)G(t)dt, 

so lafit sicb F (s) nach den Eigenfunktionen des Kerns entwickeln in 
einer gleichmafiig und absolut konveigenten Reihe: 

(14) = U c n <P»(s)> 

» 

wo 

c » = f F (t) ?*(*)** 

ist. Dies folgt aus der Bilinearformel. 

Literatur: 

Courant-Hilbert: s. S. 12, Kap. LU. 
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V ariationsrechnung. 

Die Variationsrechnung stellt sich die Aufgabe, Funktionen x, y, z, ... 
von t, u, v,. .. zu ermitteln, welche ein Intégral 

5 = JJ. . . V(t, u,v,.. x,y,.. x t , x u , ...)dtdu... (*< — • • • ) 

zu einem Minimum oder Maximum machen. Dabei kônnen die Grenzen 
fest oder auch variabel mit gewissen einscbrânkenden Bedingungen 
vorausgesetzt werden. Jedoch lâfit sich der Fall variabler Grenzen auf 
den mit festen Grenzen zurückfiihren. Wir betrachten daher nur den 
Fall f ester Grenzen. Die losenden Funktionen unter den zur Kon- 
kurrenz zugelassenen Funktionen heifîen Extremalen . 

Verschiedene Formen der Integranden. 
a) V (x, x , t ) mit einer abhangigen Funktion x ( i ) von einer un- 

abhangigen t und deren Ableitung £(*) = —. Variieren wir die 
Funktion x{t), indem wir statt ihrer setzen 

so wird die zugéhôrige Variation von 5 defîniert durch: 

as(*+«f) ffdv ; , dv „\ 
ds = ‘- aï = e JUï f + â7 f J'“ 

h 

oder durch partielle Intégration des mit £ behafteten Teils : 



Ist x(t) für Éj und ^ vorgeschrieben, also dort £ = 0, so fâllt der 
erste Teil fort Die erste notwendige Bedingung für ein Extremum 
von S, daû SS = 0 ist für aile zulassigen Funktionen £, hat zur 
Folge, dafî 
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sein muû (Éuler-Lagrangesche Differenttalgleichung ) . Sie bestûnmt x (t) 
bis auf zwei Integrationskonstanten, welche durch die Randbedingungen 
festgelegt sein müssen. 

b) V(x, y, x, ÿ , /) von mehreren (») abhângigen Funktionen. 
einer unabhângigen t. Hier wird <5S = 0, wenn x(t), die 

Gleichungen 


( 2 ) 


8V _ d_ (dV\ _ . dV d_ (dV\ 

dx dt \33e) * dy dt \8ÿ / 


0 ,. 


erfüllen. Das sind n Differentialgleichungen 2. Ordnung. Sie bestimmen 
x(t), y(t), bis auf 2 n Integrationskonstanten, die durch die Rand- 
bedingungen festgelegt sein müssen. 

c) V(x, x, x, x, t) von einer abhângigen Funktion und ihren Ab- 
leitungen bis zur 3- Ordnung. Hier wird 



S S wird also gleich Null, wenn auBer x (t) auch x imd x für t x und t t 
vorgeschrieben sind und die Gleichung 

8V à dV . d* dV d* 8V_ 
v*' dx dt dx dt* g» dt » dx 0 


erfüllt ist. 

d) V(t, u,...,x, y, . . x t , x u> . . ., y t , y u , . . .). Mehrere unabhângige: 
t , u, ..., mehrere abhângige: x, y, ..., imd deren Ableitungen: x t , 
y v .... à S wird gleich Null, wenn x(t, m, ...) usw. bestimmt werden 
aus den Lagrangeschen Gleichungen: 


(4) 


usw. 


' dV_± (dV) _ d_ fdV\ 
dx dt \dxj du \dxj 

dV__d_ fdV\ __ d_ / dV\ 
dy dt \dyj dû \dyj 


0 , 


— ... = 0 


Nebénbedingungen. 

Sind zu dem Problem JJ V dt du = Extremum noch Nebenbedin- 
gungen gegeben in der Form JjGdtdu*= Const, J J H dt du = Const, ..., 
so ist in den Lagrangeschen Gleichungen V durch V-\-XG-\-fxH-\-... 
zu ersetzen. Die Lagrangeschen Faktoren X, /t, ... sind nachtraglich 
aus den Rand- und Nebenbedingungen zu bestimmen. 

î ■ 

4. Beispiel. f^~) a ii.=rExtremum, Nebenbedingung J x % dt~C y 
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Randbedingung x (0) = x{\) = 0. Die Lagrangesche Gleichung heifit 
fur F — XG=*x* — Xx* jetzt x -f- 1 x = 0. Dire Losung ist 

x = A sin (V X t + a) • 

Aus der Randbedingung #(0) = 0 folgt ct — O, aus x(i) = 0 folgt 

VI •= n n , d. h. X kann nur die Werte X n = n a ri* annehmen. A be- 

A* 

stimmt sich aus der Nebenbedingung zu — = C, also ist die Losung: 
x = ± VTC sin (n n t) , X n = n*n*. 


2. Beispiel. -f- dx dy = Extremum ohneNeben- 

bedingungen bat die Lagrangesche Gleichung -f- = 0 = Aq>. 

Kommt noch die Nebenbedingung f f <p* dx dy = Const hinzu, so 
heiôt die Lagrangesche Gleichung fur cp* -f- q>* — X<p* jetzt A <p + ^ <P = 0 • 
Soll hierbei cp = 0 auf der Randkurve sein, so ist eine Losung, âhnlich 
wie im ersten Beispiel, nur fiir gewisse diskrete Werte von X môglich, 
namlich fiir die „Eigenwerte“ X n , welche stetS positiv X = k* sind. 
Die zugehôrigen Lôsungen <p (x, y ) , die ,JEigenfunktionen“ <p n (x, y) 
erfüllen die Orthogonalitatsbedingungen 

SJ <P n -<P m d%dy = 0 (n =(= m ) 

und môgen nonniert sein durch 

SS <p n *dxdy=°i 

als Nebenbedingung. Die Losung dieser Differentialgleichung ist also 
âquivalent der Losung eines Variationsprobleins. Oft ist letzteres, 
wenigstens naherungsweise, leichter zu lôsen als ersteres, so daB man 
auf dem Umweg über ein Variationsproblem die Losung von Diffe* 
rentialgleichungen erhalt, z. B. durch die 

Ritzsche Méthode. Diese soll an dem obigen Beispiel 1 aus- 
einandergesetzt werden. Vorgelegt ist also 


Sf+i*' 


mit Randbedingung #(0) == x{\) «= 0. Dies ist nach Beispiel i âqui- 
valent mit 



*( 1 )= 0 . 


Wir nehmen eine Folge von spàter zu bestimmenden Funktionen 
fi (*)» fi (0» • • •» f n (?) Konstanten c ± , c 9 , . . c n und machen den 
Ansatz _ 


x (0 — c p fp(?) • 
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Dadurch geht das Variationsproblem über in das neue Problem 
22 C P c i A PS = Extremum, J 1 J- c p c q B pq = C, 

wobei 

A, t = Sf r '(t)f,'(t)dt, B vq =jf r (t)-f t (t)dt. 

Die Lôsung des neuen Problezns (Bestimmung der c p ) erhâlt man aus 
dem linearen Gleichungssystem 

2c p { A Pq -lB pa) = 0 (?=1, 2, 

p 

wo l ein spâter zu bestimmender Lagrangescher Faktor ist Jetzt 
nehmen wir für f t , f %i . f n speziell die Funktionen 

fi~ C lt “ C t 4" x » f$ = C 3 "f" C 3 x + C'' x* , . . . 

und verlangen, dafi jede dieser Funktionen f für sich die Rand- 
bedingungen x(0) = x (l) = 0 erfüllen sollen. Daraus folgt zunachst 

C x = 0, C 9 = 0, C 8 = 0,... 

und 

C P — 0 , C 8 ' + C 8 " = 0, ... 

* also 

/i = 0, r,= 0, / P 8=C 8 '*+C a "« 9 bei C 8 '+C 8 "=0, usw. 

Wir fügen noch die Orthogonalitâts- und Normierungsbedingungen 
hinzu: 

I fptyfqtyM^ 0 für ^=}= ? . 

pp = lj faUs nicht /* p (^) = 0. 

Daraus folgt 

f a = <(i -()V3Ô, /i' = V3Ô(l -2*) usw. 

Begnügen wir uns mit drei Gliedern, also 

*(<)=■! c, /» w - «, f» » = c, vp < (i - 1), 

so wird das lineare Gleichungssystem 

Cq(1 À 33 ) = 0 , also l = A 8!t . 

î î 

l = ff 8 '*dt=30f(i-4t + 4f)di=i0. 

o o 

Da 

Ô=A 11 = A ja = A 13 = A t3 = A s3 — B tl = B ia = B 18 = = B as = 0 , 

Kftdelaag, Matü. HDfsmlttBl. a.AafL 10 . 
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folgt aus der Nebenbedingung noch 

C = f x *dt = = 

0 0 

also c s = ± l/C und schlieBlich 

# = ±V2C-t{\ — f)VÏ5, 1= 10, 

statt der genauen in Beispiel 1 ermittelten Funktion: 

x = ± V2 C-sin(jr t), ^ = n 9 . 

Benutzt man statt nur der einen nicht verschwindenden Funktion f a (t) 
auch noch /* 4 (t), so wird das lineare Gleichungssystem auf 2 Gleichungen 
reduziert und man erhalt 2 Lôsungen und welche nahe bei 
= (2 n) 9 liegen, wobei Z 1 (8) noch nâher an sr® liegt als 
obiges l = = 10. * wird dann durch eine Kurve 3 . Grades noch 

besser an l/2 C sin sr 2 und V^C sin 2 ji* approximiert als in obiger 
erster Nâherung. 

Âquivalenz von Variationsproblemen mit Integralgleichungen. 

// K(x, y)xp (x)q>(y) dxdy — Extremum, / 93® (f) dt «= 1 , <p = 0 am Rand 
hat dieselben Eigenwerte X und Lôsungen <p(t) als Eigenfunktionen 
wie die homogène ïntegralgleichung 

K (*> y)<p(y)dy = o. 

Literatur: 

Courani-Hitbert: s. S. 12, Kap. IV a. a. 







Neunter Abschnitt. 


W ahrscheinlichkeitsrechnung. 

I 

A. Grundbegriffe. 

4. Wenn unter gewissen Bedingungen ein Ereignis unter einer 
Auswahl von JVEreignissen a x a a . . . as eintreten muB, und kein Grand 
vorliegt, warum irgendeins derselben leichter eintreten sollte als ein' 

anderes, so heiôt der Bru ch ^ die „WahrscheinHchkait“ für das Ein- 
treten eines jeden dieser Ereignisse. 

Die Beobachtung eines solchen Ereignisses heiBt eine „Probe“. 
2. Bezeichnet man als „günstiges Eteignis “ das Eintreten eines 
beUebigen Ereignisses aus einer bestimmten Grappe der a, bestehend 

aus n (n<^N) Elementen, so heiBt der Bnich P = jj die „ Wahr- 
scheinlichkeit" für das Eintreten dieses „günstigen Ereignisses". 

3* Sind mehrere solcher Gruppen gegeben, die sich gegenseitig 
ausschlieBen, so daB also kein a in xnehr als einer Grappe vorkommt, 
so ist die Wahrscheinlichkeit für das Eintreten irgendeines beliebigen 
Ereignisses aus irgendeiner der gegebenen Gruppen gleich der Sutntne 
der Einzelwahrscheinlichkeiten 

W (entweder — oder — oder) = p x 4* P% + P z + • • ■ • 

Enthalten die Gruppen zusammen aile môglichen Ereignisse a 1 a i .. . a#, 
so ist 2pi= 4. 

4. Sind al a % ' . . . a n ' Ereignisse, die wie die a charakterisiert und 
von diesen unabhangig sind, und ist die Wahrscheinlichkeit für das 
Eintreten eines bestimmten Ereignisses a 0 f gleich p 0 ', so ist die Wahr- 
scheinlichkeit dafür, daB sowohl das Ereignis a 0 als auch das Er- 
eignis a 0 f eintritt, gleich dem Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten 

W (sowohl a 0 als auch a 0 Q = p 0 • p 0 ', 

allgemein: 

W (sowohl — als auch - — als auch...) = .... 

Die zweite Probe kann dabei eine Wiederholung der ersten unter 
denselben âuBeren Bedingungen zu einer anderen Zeit sein, oder 

; 10* 
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au ch in einem verschiedenen Vorgang zu gleicher oder anderer Zeit 
bestehen. 

5. Wenn bei N unabhàngigen Proben i, 2, N die Wahr- 
scheinlichkeit fur das Einsetzen eines güustigen Ereignisses jedesmal 
gleich p ist, und failen von den N Proben in Wirklichkeit n günstig 

aus, so wird ~ — p mit wachsendem N beliebig klein. Für die 

Wahrscheinlichkeit W(n), dafi bei diesen N Proben nmal ein günstiges 
Ereignis eintritt, gilt die „Newtonsche Formel": 

(1) 

wo q = 1 — p bedeuteL 

Für den Grenzfall sehr groBer N geht diese Formel über in 

(2) W (n) = ■ ■ ; worin. z = (LaplaceX 

^2 nNpq -^2N pq 

Ist N auch sehr grofi gegen Np, so wird 

(3) TP(n) = (Poisson). 

6. Wiederholt man die Sérié von N Proben, so wird sich jedes- 
mal ein anderes n ergeben. Der Mittelwert n wird im Grenzfall un- 
endlichfacher Wiederholung der Sérié n = N-p (Bernoulli). 

B. Schwankungen. 

1. Man bezeichnet die GrôBen 



n 


als absolute bzw. relative Schwankung. Die ,,durchschnittliche absolute 
Schwankung" ist 

(0 • |ï| = 2*7(v).(s-9), 

worin y die grôBte ganze Zabi ^ n ist und W(v) die Wahrschein- 
lichkeit ist, daû bei N Proben vmal das Ereignis a eintritt; die 
„durchschnittliche relative Schwankung" wird daher 

(2) | 4 | = y=2jr(»).(i-i). 

Die „mittlere absolute Schwankung" V$* wird gegeben durch 

(3) s 9 = Npq = nq, 
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die , .mittlere relative Schwankung" Vfi daher 


(4) 




X 

n 


2. Die durchschnittüche Abweichung der verschiedenen Werte n 
von einem bestimmt vorgegebenen ist 

(5) I « | == — n. 

Die „mittlere Abweichung" zweier aufeinander folgender Proben ist 
gegeben dur ch 

(6) y (n t — n*) 9 = 2s 9 = 2 « a <5 9 = 2nq. 

3. Ist 1, p-N=n endlich, so gilt die Poissonsche 

Formel: 

(7) 

In diesem Falle ist die mittlere absolute bzw. relative Schwankung 
bestimmt dur ch 

s 9 = « 

1 
« 

4. Sowohl N als auch n seien so groû, daû man à als konti- 
nuierlich verânderlich ansehen kann, ohne daû p <1 ist Dann gilt 
das Gaufische Fehlergesetz : Es ist die Wahrscheinlichkeit, daû fur ô 
ein Wert zwischen <3 und ô dô gefunden wird 

(9) W(S)dd=ïQ^-*- J îi*d». 

La diesem Falle ist die durchschnittiiche Schwankung: 

co . 

(10) . . |d| = 2f<5 •W{ô)dô = yf^l; 

J Htfl 

0 

und die mittlere Schwankung bestimmt. dur ch: 


+ eo 



Das Fehlergesetz laût sich also auch schreiben: 




W{ô)dô^- 7 L=‘e sF-dâ. 
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Es wird feraer der Quotient 



für das Verhàltnis der „absoluten“ Schwankungen gilt dasselbe. 

5- Ist auûerdem p^ 1, so ist in den Formeln überall q*= 1 zu 
setzen. SpezieU wird dann 

(13) 1*1 = 



n 


Zeigt sich bei Versuchen, Statistiken usw., daû tatsâchlich s* = n 
ist, so sagt man: es liegt ^normale Dispersion" vor, 

ist s* > n, so hat man „über normale", 

ist s 9 < «, so hat man „untemonnale" Dispersion. 

Die Ursachen für solche Abweichungen liegen in der nicht erfüllten 
Unabhângigkeit der Proben. 


C. Mittelwertbildung. 

Ist die Wahrscheinlichkeit W(n) eines durch f(n) charakterisierten 
Zustandes bekannt, so ist der Mittelwert 

(1) ?(») = / f(n)W(*)irt, 

— 00 

Der Mittelwert der Funktion in einem bestimmten Intervall 
a < » < b ist: 

... 

(2) ««) = ^-5 

/ W(n)in 
a 

D. Wahrscheinlichkeitsnachwirkung. 

Folgen Serien von Proben im Zeitabstand x aufeinander, so sind 
in vielen praktischen Fâllen die Zahlen n der günstig ausfallenden 
Proben in einer Sérié nicht unabhàngig von dem Ausfall der Proben 
der vorheigehenden Sérié. 

Besonders einfach und wichtdg ist der Fall: 

(1) #>>1; pN=n endlich. 

Dann wird: 

(2) = P(nf-n) und fa - n i+1 )* = 2Pn. 
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Hierbei bedeuten n { und n i+1 die n für zwei einander folgende 
Serien und P eine Konstante < 4 , die von den Bedingungen des 
Versuches und dem Zeitabstand r der Serien abhângt, und mit 
steigendem x bis 4 anwachst 

Aile anderen Scbwankungsfonneln bleiben ungeândert 


Litératur: 

Marhoff : Wahrscheinlichkeitsrechnung (Leipzig: B. G. Teubner). — Poincaré: 
Calcul de probabilité (Gauthier- Villars). — Fürth: Schwankungseracheintmgen. — 
Lorentz: Théorie statistiques (Leipzig: B. G. Teubner). — Czuber, W. R.: Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung (Leipzig: B. G. Teubner). — Planck: Wftrmestrahlung 
(Leipzig: J. A. Barth) u. a. 



Zehnter Abschnitt. 

Vekt or analysis. 

A. Koordinatenfreie Formulierung der Vekt or analysis. 

L Definitionen. 

Die Vektoranalysis besdhàftigt sich mit Skalaren, Vektoren und 
Tensoren. 

1. Ein Skalar ist eine Funktion des Ortes, die jedem Punkt einen 
Betrag (Zabi) zuordnet 

2. Ein Vektor ist eine Funktion des Ortes, die jedem Punkt 
einen Betrag und eine Richtung zuordnet. 

3. Ein Tensor (2. Grades) ist eine Funktion des Ortes, die jedem 
Vektor in einem Punkte daselbst einen andern Vektor zuordnet Ein 
Tensor hôheren Grades ordnet ebenso jedem Vektor einen Tensor 
nachstniedern Grades zu. 

Diese Funktionen kônùen neben ibrer Abhangigkeit vom Ort 
noch andere Parameter, wie z. B. die Zeit, enthalten. 

Sind die Funktionen für jeden Punkt des Raumes defîniert, so 
spricht man von Skalarfeldem, Vektorfeldem, Tensorfeldem bzw. Feld- 
vektoren usw. 

Sind die Funktionen nur in Punkten, Linien, Flâcben defîniert, 
so bat man Punkt -, Linien -, Flâchenvektoren usw. 

Sind die Funktionen vom Ort unabhangig, so werden die Skalare, 
Vektoren, Tensoren im folgenden als „frei“ bezeichnet 

Ein in einem Punkte defîniert er Vektor kann in einen anderen 
unter Erhaltimg von Betrag und Richtung verpfîamt werden. Ana- 
loges gilt für Tensoren. 

Vektoren, deren Betrag überall = 1 ist, heiûen Einheitsvcktoren. 
Der Betrag eines Vektors ist ein Skalar. 

Bezeicbnung: Im folgenden sind ineistens bezeichnet: 

Skalare durch griechische Buchstaben, z. B. <p, 

Vektoren durch deutsche Buchstaben, z. B. a, * 

Einbeitsvektoren durch den Index lf z. B. a 13 . 

Tensoren durch groûe deutsche Buchstaben, z. B. 

Der Betrag eines Vektors . a wird durch den gleichlautenden latei- 
nischen Buchstaben a bezeichnet Auch . die Bezeicïxnungsweise | a | 
ist gebrâuchlich. . ‘ 
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2. Vektoralgebra. 

Unter der Sumtne zweier Vektoren a und 6 versteht man den Vektor 


c = a + B, 

dessen Richtung und Betrag an jeder Stelle von den Summanden in 
derselben Weise abhangt, wie die Diagonale eines Farallelogramms 
von den Seiten, die mit ihr von derselben Ecke auslaufen. Hiemach 
güt fiir die Summation von Vektoren das kommutative Gesetz: 

(1) a + B *= B + a, 

sowie das assoziaiive Gesetz: 


(2) (a -f B) + c = a + (B + c). 


Der Begriff der Sübtrakdon folgt durch Umkebrung 

(3) a ■= c — B = c — a. 

Unter dem Produkt a<p eines Vektors a und eines Skalars <p ver- 
steht man den Vektor mit dem Betrage a <p und der Richtung von t u 
Es ist also a = aa^. 

Als Produkt zweier Vektoren a und 6 bezeichnet man zwei ver- 
schiedene Grôûen: 

a) das innere Produkt (auch skalares Produkt genannt). Dies ist 
ein Skalar, dessen Betrag 

(4) (aB) = <z*5'COsç? 


ist, d. L gleich dem Produkt der Betrage der Vektoren a und B, 
multiplia ert mit dem Kosinus des Winkels zwischen ihr en Richtungen. 
Daher ist (aB)==(Ba) (kommutatives Gesetz); 

b) das âufiere Produkt (auch Vektorprodukt genannt) [a B]. Dies 
ist ein Vektor, dessen Richtung senkrecht steht auf der durch a und B 
gdegten Ebene und dessen Betrag gleich 

(5) | [a, B] | = a • & ■ sin <p 


ist Der Richtungssinn ergibt sich durch die Festsetzung, dafi die 
Richtungen a. B, [a B] hintereinander gesetzt eine Rechtsschraube bilderu 
Daher ist. 


(6) [aB] — — [B a]. 

Es gelten folgende Regeln: 

(7) [aa]=sO; (a[aB]) = 0. 

(aB) + (ac) = (a{6+'c)) 

[aB].+ [ac]*=[a(6-fc)] 

(a [6 c]) = (B [c a]) = (c [aB]) 

[a [B c]} ■=? B (a c) — c (a B). 

([aB] [cb]) = (c [fa [aB]]) - (ac) (B b) - (B c) (a fa). 


( 8 ) 


( 9 ) 


distributives Gesetz. 
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Es ist femer 

(ae)(af)(ag) 

(10) (û[Bc])(e[fg]) = (6e)(Bf)(6g) 

(cc)(cf)(cg) 

und daraus 

(a [B c]) 9 = q. 9 b 9 c 9 — a 9 (6 c)* — b 9 (ac)® — c 9 (a B) 9 + 2 (a B) (B c) (a c) . 
Der Betrag eines Vektors o ist 

(11) a =V(aa). 

Er ist immer positiv zu rechnen. 

B. Intégral- und Differentialausdrücke. 

a) Skalare Intégrale. 

Aïs Linienintegral eines Vektors langs einer Kurve bezeichnet 
man die GrôBe 

f (ad8) = f (a8j)ds, 

wo ein Einheitsvektor ist; dessen Richtung gleich der des Ktirven* 
elementes dê ist. (a8 x ) wird auch in der Form a a geschrieben, also 
das Linienintegral Ja 9 ds. 

Aïs Flâchenintegral bezeichnet man die GrôBe 

/(attjif, 

wo ein Einheitsvektor ist, dessen Richtung senkrecht zu . dem 
Flachenelement ^/’ steht Statt (auj schreibt man auch a n , also für 
das Flâchenintegral J a n df. 

b) Abgeleitete Vektoren und Skalare. 

Der Differentialquotient eines Skalars <p langs einer Geraden 

ist im allgemeinen eine Funktion der Richtung der Geraden und er- 
reicht einen Maxim al wert für eine bestimmte Richtung derselben. 

grad <p ist ein Vektor, dessen Betrag gleich dem Maximalwert 

d d> 

von ~ ist und dessen Richtung in die dazu gehôrige Richtung fâllt 
Daher gilt: 

d<p = (iggradç)). 

LâBt man in dem Ausdruck wo das Intégral über eine 

geschlossene Flâche um das Volumen V erstreckt ist, V zur Grenze 0 
übeigehen, so bezeichnet man den Grenzwert als div a. 
div a ist ein Skalar. 
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LaBt man in dem Ausdruck - a ^ s , wo das Intégral über eine 

geschlossene Kurve vom Inhalt F erstreckt ist, F zur Grenze 0 über- 
gehen, so wird der Wert eine Funktion der Richtung der Normalen 
von F. 

rot <t ist ein Vektor, dessen Betrag gleich dem Maximum unter 
allen bei verschiedenen Richtungen von F auftretenden Grenzwerten 
ist imd dessen Richtung senkrecht auf der zugehôrigen Lage von F 
steht, so, dafi der Umlaufsinn J* ds und rot a eine Rechtsschraube 
bilden. Aus diesen Definitionen ergeben sich folgende Sàtze: 

c) Integralsâtze. 

Gaufischer Satz: 

0) J dfa n <= f dvàiv a. 

Das erste Intégral ist über eine geschlossene Flâche, das zweite über 
das von ihr umschlossene Volumen zu erstrecken. Der Vektor n l in 
a n = (cntj ist nach aufien gerichtet. 

Stokesscher Satz: 

(2) J dsa a *~ f dfrot n a, [rot (l a = (n 1 rot a)]. 

Das erste Intégral ist über eine geschlossene Kurve, das zweite über 
irgendeine dur ch die Kurve umschlossene Flâche zu erstrecken. 

Greenscher Satz: Wendet man den Gaufischen Satz auf den 
Vektor çjgrad çj an, so erhâlt man 

(3) J* dfyj grad n 95 = / dv[y)Aq> -f- (grad yj grad çj)] . (Greenscher Satz.) 

(Betreffs der Bedeutung des Symbols A <p = div grad q> vgL S. 156.) \ 
Hieraus folgt die weitere nützliche. Formel: 

(4) 9 — 9 v) <p — (pA\p). 

Folgende SpezialfâUe sind von Bedeutung: 

1 . y) = 1 . 

(5) J* dfgr&d n <p = J dvAcp. 

2. yj — ^. Dann ist Arp — O, auBer fiir r=0. Man erhâlt: 

(5) J d/‘(-igrad n ç 3 - çjgrad n l) = Jrfu (7^99) - J dv(<pA 7) . 

Das letzte Intégral ist = 0, wenn die begrenzende Flâche den Punkt 
r = 0 ausschlieût UmfaBt sie ihn, so wird 

(7) ^ dv (çj J 7) = — 4otçJ 0 , 
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wo (pQ den Wert von 99 im Nullpunkt bedeutet Man erhalt also, 
wenn die Flache den Nullpunkt umschliefit, 

( 8 ) 43^0= — — 

2 a. 93 = 1 ergibt: 

(9) jdvA — J dfgrad n = 0 bzw. = ~ 4 n, 

je nacbdem das Volumen und die Flache den Nullpunkt ausschliefit 
oder einschliefit. 

e itr 

3. yj = , dann ist Ayj = —kPxp aufier für r*= 0. Gilt fiir 

<p überall die Gleichung A 93 -J- k* 99 = 6, so wird 

J 9 — 9' S^ d n (")) ^ 4 =* <Po bzw. =0, 

je nachdem der Funkt r == 0 von der Flache umschlossen wird oder 
nicht. 

d) Vektoriélle Intégrale. 

Im Gegensatz zu der ungerichteten Grôfie f a t ds kann man aU ch 
f a ds bilden. 

Unter f a ds versteht man den Vektor, der dur ch S ummati on 
der Vektordifferentiale ad s langs einer Kurve entsteht (nachdem sie 
aile durch Farallelverschiebung in einem Punkt vereinigt sind]. Analog 

bildet man f a df und J* a dv. Diese Vektoren sind keinem bestimmten 
Orte zugeordnet, also freie Vektoren. 

Es gilt für eine geschlossene Flache 

*( 10 ) / dv grad 9? = — J* df<p rt a 

und für eine geschlossene Kurve 

(**) J*d8 <p = fdsq)^ = — f df[gr2Ld<p, nj . 

4. Allgemeine Formeln. 

Es gilt allgemein: 

00 rot (grad 93 ) = 0 

( 2 ) . div (rot a) = 0 

femer: 

( 3 ) div (99 a) = div a + (a grad 93) 

( 4 ) rot (93 a) « <p rot a — [a grad 97] 

( 5 ) div [a B] s» F rot a — a rot B . 

Die Grôfie div (grad 9?) wird mit A <p bezeichnet 
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Es lassen sich schlieûlich noch folgende nützliche Vektoren ableiten: 
(6) Aa = grad (div a) — rot (rot a) 

} (6 grad) a = | (rot [a B] + grad (a B) — a div B + B div a 

— [a rot B] — [B rot a])- 

Dieser Vektor (B grad) a 1 ) gibt den Zuwachs an, den der Vektor a 
erfahrt, wenn man in einem Feld um die durch B angezeigte Strecke 
fortschreitet Hieraus folgt 

(8) rot [a B] = (bgrad)a — (agrad)B + adivB — Bdiva 
(9) grad (a B) = (a grad) B -f- (B grad) a + [arotB] + [6rota]. 

5 . Bemerkung zu den Symbolen. 

Die Bezeichnungen in der Vektoranalysis steben nicht fest. Man 
findet z. B. aucb folgende Symbole: 

a- B für (a 6) 
a x B » [a B] 
a B c » (a [B c]) 

J 7<p n grad çp 
Va » diva 
[Pa] » rot a = curia 
P* <p n A <p 
(aP)B n (a grad) B. 

Aufîerdem wird (z. B. bei Range, Vektoranalysis) der Begrifï der 
PlangrôBe a B gebraucht, d. h. einer Grôûe , welcbe die Flache des 
Parallelogramms über a und B bedeutet Der Vektor [a B] bzw. a X & 
heiût die j^Exganzung*' zu dieser Plangrôfie a B, geschrieben a x B = | a B 
und umgekert a B = | (a X B). Femer 

a-B = 
diva«=a|F 
rot a = P x a 
A q) =*(F|F)ç>. 

Der Operator V (Nabla) kann hierbei formai wie ein Vektor 
behandelt werden. Der V orteil dieser Mûdifîkationen liegt unter an- 
derem in der grôBeren Symmetriè der mit ihrer B.enutzung geschrie- 
benen Formeln. 

*■) Für (B grad) a wird auçh (B F) a geschrieben. Das Symbol V wird 
)f Nabla“ gélesen. 
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6. Spezielle Vektorfelder. 

1. Ein Vektorfeld a, in dem rota überall verschwindet, heiBt ein 
j,wirbelfreies Feld <£ . 

Ein wirbelfreier Vektor a ist darstellbax als negativer Gradient 
eines Skalars <p, 

a = — grad tp , 

welcher „Poiential“ oder auch „skalares PotenUal" genannt wird. Es 
gilt dann 

9 

(0 /fl a ds = 9?i — <p 9 . 

î 

Der Wert des Intégrais ist nur abhangig von den Grenzen, un- 
abhangig vom Integrationsweg und verscbwindet fiir einen geschlosse- 
nen Integrationsweg. Umgekehrt kann man auch sagen: Das Feld 
des Gradient en eines Skalars ist stets ein wirbelfreies. 

Setzt man 

(2) div a = — div grad q> = — A<p = 4nQ, 

so wird (p = j , wo r die Entfemung des Volumendifferentials 

vom Aufpunkt, in dem <p berechnet werden sol!, angibt. Ist also 
diva überall gegeben und rota = 0, so gestattet diese Formel die 
Berechnung von 93, also auch die von a selbst. 

2. Ein Vektorfeld a, in dem diva überall verschwindet, heiJBt 
ein „quellenfreies Feld“. Ein quellenfreier Vektor a ist darstellbar 
als rot eines quellenfreien Vektors SI: 

(3) a = rot St, div 81 = 0, 


welcher „ Vektorpoiential” genannt wird. 
Setzt man 


(4) 

so wird 

(5) 


rot a = rot(rot SI) = — JS[ = An c, 


Ist also rot a überall gegeben und div a = 0, so gestattet diese 
Formel die Berechnung von St, also auch die von a selbst 

Jedes Vektorfeld lafit sich eindeutig als Summe (Superposition) 
eines wirbelfreien und eines quellenfreien F eldes darstellen. 


(«) 

wo rota' 


a = a'+a", 



diva" = 6. 



dv div a 
4w r * 



dv rot a 
r 



( 7 ) 
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wobei die durch die Symbole vorgeschriebenen Operationen unter 
dem Intégral an der Stelle des Volumendifferentials dv, die Operationen 
vor dem Intégral an der Stelle des zu bestdmmenden Vektors a' bzw. a ,r 
vorzunebmen sind. 


7. Der Vektor r. 


Ein wichtiger Vektor ist der Ortsvektor r, welcher die Lage 
eines Punktes in bezug auf einen festen Funkt r = 0 darstellt Er 
bildet ein Vektorfeld, indem jedem Funkte des Raumes ein Vektor r 
zugeordnet werden kann, dessen Richtung vom Nullpunkt zu dem 
Aufpunkt zeigt und dessen Betrag die Entfemung vom Nullpunkt ist. 

Für den Ortsvektor x gelten eine Reibe von besonderen Rela- 
tionen. Es ist (wo a und B freie Vektoren seien): 


« 


rot r = 0 


C<\ 

II 

H 

> 

*3 


grad (t a) = a 


rot[xa] = —2a 
div [r a] = 0 


rot (6 (r a)) = [a B] 
div (6 (t a)) = (a B) 


grad r — -p wo r = | r | 

gr ad (i) JL 

div (r a) = ^ 

(a grad r) = 


(ûgrad)x = o 

rot (r a) = ^ 

_(2~»)a , »r(at> 

f* f* l f»+t 


Ist 

so ist 


( 2 ) 


eine Kurve gegeben und ist r der Ortsvektor ihrer Punkte, 


dv 

ds 


v 


ein Einbeitsvektor 
Ferner ist 

(3) 


parallel zur Tangente im Punkte 

£!* — ü 

dsP""" R*' 


r. 


Hierin ist 91 ein Vektor, welcher Richtung und Lange des Krüm- 
mungsradius der Kurve im Punkte x angibt 

91 «nd bestimmen also die Schmiegungsebene der Kurve im 
Punkte r. 
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8. Unstetige Vektorfelder. 

1. Es sei rot a = 0 

und div a = 0, auûer fur r = 0. 

Daim ist 

(1) J a n df = const = Ane 
fîir jede die Stelle x = 0 umschlieûende Flache, 

( 2 ) /«»<*/■= 0 

für jede die Stelle x = 0 nicht umschlieBende Flache (vgl. S. 1 5 5 )- 
e heifit die „Ergiebigkeit“ der „QueUe“ in r = 0. 

Es wird 

(3) Œ = — gradgj; <p= y- 

la. Es sei div a = 0 aufier in x = 0 und in r — I, und zwar sei 
die Ergiebigkeit der beiden Quellen = — e bzw. -)- e. Lâût man 
daim 1 zur Grenze 0 übergéhen, wobei le — vx endlich bleibe, so 
spricht man von einer „Doppelquelle“ vom „Moment“ m. 

Es wird 

(4) û = - grad cp\ = (m grad 7) = - ^ ■ 

2 . Es sei rot a = 0 

und diva = 0. 

a ândere sich unstetig an einer Flache, so dafi a n beim Übergang 
von einer Seite der Flache zur anderen von a nl auf — a nt springt 
Wir defini eren die Grôûe 

( 5 ) a>mm ~TÏ ( a *i + **«)' 

wo n der nach der Flache hin gerichtete Normalvektor ist. 

An (O heiût „Flachendiveigenz“. 

eu ist die auf die Flacheneinheit bezogene Ergiebigkeit der über 
die Flache veiteilt gedachten Quellen. 

Springt auch <p an der Flache, so definieren wir die Grôfie 

< 6 ) t == 4 ^(^~ %)■ 

In diesem Falle spricht man von einer „Doppelflâche K oder 
„Doppelschicht“ mit dem „Moment“ Anx. 

Dann ist a <= — grad cp 

(7) *P ^ f x («i grad ■—)) » 

crstreckt über die Flache. 
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Ist r eine Konstante langs der Flâche imd co = 0 , so wird 

(8) <p = x £i , 

wo Q der raumliche Winkel ist, unter dem die Berandung der Flâche 
vom Aufpunkt aus erscheint 

3 - Es sei div a = 0 

und rota = 0, 

aufief auf einer Linie L („WirbeUinie“). 

D ann ist für jede die Linie umfassende Kurve 

(9) / ds a B = J* df rot n a = const = 4 nt (vgl. S. 1 5 5), 

wobei die Flâche J df beliebig verzerrt werden kann. Daraus folgt, 
dafi x langs L konstant und dafi die Wirbellinie L geschlossen sein 
oder im Unendlicben endigen mufi. . 
x heifit das Moment der Wirbellinie. 

Wegen dv — ds df ist dann das Vektorpotential der Wirbellinie 
gegeben durch 

L 

daraus folgt 

(11) a = rot$t = xJ^[d 3 t]. 

L 

Da a aufier auf L wirbelfrei ist, lâBt sich. a auch aus einem 

skalaren Potential <p ableiten a = — grad rp, wobei jedoch für jede 

den geschlossenen Wirbelfaden umfassende Kurve nach (9) 

1 

/ ds a t = <p x — 9?„ «= An x 
8 

ist, falls 1 und 2 zwei zusammengehôrige Vorder- und Rückseiten- 
punkte auf einer über L ausgespannten Flache F sind. Die Wirbel- 
linie L vom Moment 4 nx ist also àquivalent einer Doppelflàche F 
vom Moment 4 nr, welche über L beliebig ausgespannt ist Das 
skalare Potential ist also <p = xû und a = — grad <p. 

4 . Es sei rot a = 0 aufier auf einer Flâche und diva— 0, 

d. h. a àndere sich unstetig an einer Flâche, so daB [n a] (eine 

Patallelkomponente zur Flache) beim Über gang von einer Seite der 
Flâche zur anderen von [tt aj zu [n o 8 ] springt. 

Wir definieren den Vektor 

( 12 ) 0 = ^ - *•)]• ■ 

4 3Tg heiBt ,pFlâchenwirbel“. 

Es ist dann 

(13) V^fdff; a = rotS£. 

Madelnag, Math. HilfcmltteL a.Anfl. 



11 



162 


Koordinatenfreie Formulientng der Vektoranalysis. 

9 . Vektorgleichungen. 

j sei ein unbekannter Vektor, der zu ermitteln ist 
! = Lôsung: ï = B — a. 


2 . 


f (ï <0 = £ Lôsunff- r = — ~h • 

H = ‘ * * 


Ist nur eine der Gleichungen gegeben, so bleibt B bzw. f un - 
bestimmt. 


3 - 

4 . 


(ï a) — P 

(ï &) = ? 
(E c) = r 


T fteiincr* r P [ 6 C ] + ? t C °J + y [<* B] 

Losung. ï— ( 0 [bc]) 

p = x a yb z c* 

T „ (c[6 c]) (v[c_aj) 

Losung: « = ^ “ (a [5 c]) ’ ^ “ (a [b c]) 


5 . p = »[ 5 c] + y[ca] + 2 [ûB]. 

(B B) _ (»c) 

(a[bc])’ Ca [B c]) * 

Es ist zu beachten, daB eine Gleichung, die zwei Vektoren gleich- 
setzt, drei algebraischen Gleichungen Equivalent ist. Andererseits ist 
ein unbekannter Vektor Equivalent drei algebraischen Unbekannten. 


(p a) 

Losung: V 


10 . Lineare Vektorfeldfunktion. 

Schreitet in einem Vektorfelde a langs einer beliebigen 

Geraden fort und ist hierbei der Vektor a eine lineare Funktion der 
auf der Geraden gemessenen Lange, also darstellbar in der Form 
ûi _ a# — Bi, wo B einen konstanten nur durcb die Richtung der 
Geraden bestimmten Vektor bedeutet und d den Abstand . zwischen 
y fa n Punkten der Vektoren und a a , so heifit das Vektorfeld a eine 
lineare Vektorfunktion des O rts. 

Eine solehe Funktion laBt sich z. B. aufbauen aus einer Anzahl 
von Grôfien der Form: 

(1) a = a 0 + kt + J£([u„t] +^(qn ï ) + f b n[ a n r ]] + .* • 0» 

» 

d. h. aus einer Summe von Vektoren, die von x lineax abhangen. 
Die GrôBën a 0 ftu n ÿ n q B b fl e n seien hierbei Konstanten bztf. freie 
Vektoren. 

Der Ausdruck laBt sicb aber, ohné seine Allgemeinheit zu be- 
scbrânken, auch in der einfacberen Form scbreiben: 

(2) a*= o 0 + ^(p n (q n x)) (»= 1,2,3), 

» 

wo die p n und q n ïreie Vektoren seien. 
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Es ist dann 

(3) div a =» J2(jp n qj* 

* 

(4) rot a ==\S[Ph 4*J- 

» 

Zeïlegt man o — o 0 in 2 Felder a! und a", so dafi div a' = 0 
und rot a" = 0 wird (vgL S. 4 58), d. h. in einen quellenfreien und einen 
wirbelfreien Teil, so ist 

(5) a — a 0 = a* + a" 

(6) . a' = [urj; rota'^ 2u; u = J JJ[p n qj. 

(7) a /, = |2 , (p ll (q n t) + q n (p n r)); div a" = £(p n qj. 

11. Tensoren (zweiten Grades), 
a) Der Tensorbegriff. 

Die lineare Abhangigkeit des letzten Paragraphen, die jedem t 
ein a zuordnet, schreiben wir symbolisch: 

a - û 0 = ïr 

oder allgemein die lineare Abhangigkeit zweier Vektoren a und 6: 

s 

(*) a = £& = j?p n (q n 6). 

»=i 

Den Operator % bezeichnet man als einen Tensor 1 ). 

' Die Linearitat fordert, dafi: 

( 2 ) ka = k%b = Zkf> 

femer, wenn a' = £&': 

"(3) . a + a' — W + — + 

. Definieren femer die Summe zweier Tensoren 3^ und SE, aus: 

(4) fe + ^B-St^ + SC^, 

so sieht man, dafi der Operator % wie eine algebraische Girofle im 
Sinne der obigen Formeln behandelt werden dar£ 

Ein Tensor heifit symmetrisch, wenn für bdiebige Vektoren a und b: 

(5) (û£b) = (65Ea). 

ist, antisymmetrisch (oder schief symmetrisch) , wenn: 

(50 . (aïfi)- -ftSa) 

ist. Jeder Tensor SE kann eindeutig in die Summe von einen sym- 

i) Speziell als Tensor 2. Grades. Ein Skalar kann ans spftter ersicht- 
liehen Grtlnden (vgï. S. 173) als ein Tensor O. Gradés, ein Vektor als ein solcber 
1. Grades beseîchnét werden. 

n* 
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metrischen nnd einem antisymmetrischen Teil: S a und S a zerlegt 
werden : 

S 

Der Tensor: S == — S, heifit der zu S konjiïgierte oder transpo- 

nierte Tensor. Ein symmetrischer Tensor ist also zu sich selbst kon- 
jugiert Es gilt ganz allgemein: (a S 6) = (6 $ a). 

Die Zerlegung des Vektors a = St (§ 10, S. 163) in einen wirbel- 
freien und quellenfreien Teil: a = cq + ents pncht dieser Zerlegung 
von S, d. h. 

(6) a, - Ï!t : 

(60 tq = Sjt. 

Xnfolge der linearen Beziehung zwischen a und 6 kann im ail- 
gemeinen auch B durch einen neuen Tensor aus a abgeleitet werden. 
Er wird als der zu S reziproke Tensor: S -1 bezeichnet: 

(7) B = S -1 a. 

Haben wir aufîer der Abhangigkeit: 

a = SB 

die zweite: 

B = 6c 

also: 

(8) a=S6c 

so vermittelt auch diese Formel eine lineare Abhangigkeit zwischen a 
und c, d. h.. S© reprasentiert einen neuen Tensor, der als das 
tensorieUe Produkt von S und © bezeichnet wird. Im allgemeinen ist: 

S6=}=@S. 

Das tensorielle Produkt eines Tensors mit sich selbst: SS = S 9 heiût 
iterierter Tensor. Diese Produktbildung kann beliebig oft wiederholt 
werden: 

(9) S5ES =» S 8 , ... 

b) Spezielle Tènsoren. 

Als Einheitsiensor (£ bezeichnen wir einen Tensor, der jeden be- 
liebigen Vektor a in sich selber überführt: 

(10) <£a = a. 

Fur jeden beliebigèn Tensor ist: SS" 1 = © = © _1 = ®. 

Als orthogonalen Tensor D bezeichnen wir einen Tensor, für den 

(11) D = D" 1 . 

ist, Daraus folgt für beliebige Vektoren a und B : 

(12) (DaD6) = (aB). . 
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Die durch einen solchen Tensor festgelegte Zuordnung kann fiir ein 
beliebiges System von Vektoren durch eine vôm Tensor aÜein be- 
dingte blofie Drehüng beschrieben werden, d. h. es bleibt der Betrag 
aller Vektoren erhalten: (Oû) 9 = (û) 9 , wie auch die Winkel zwischen 
ihnen. 

c) Abgeleitete Skalare. 

Bildet man den Ausdruck: 

/ja\ (S a [S 5 £ c]) | 7^1 

^ (a [b cj) l i l* 

so erkennt man leicht, daû für irgend 3 nichtkonplanare Vektoren a, 
h, c dieser Ausdruck von a, 6 und c unabhângig ist Er ist also ein 
von X allein abhangiger Skalar. Man bezeichnet ihn als die Détermi- 
nants des Tensors (vgl. S. 174). 

Bildet man die Déterminante für den Tensor: 

% + 1 ® 

und entwickélt ihn nach den Potenzen von X, so erhâlt man einen 
Ausdruck der Form: 

( 14 ) a*+i*r w +ir«+|r|. 

Die hier auftretenden GrôQeu ^(1) und r (8 ) sind zwei weitere Skalare, 
die aus dem Tensor X abzuleiten sind. Wir schreiben im weiteren 
statt T(i) : \X\, und bezeichnen diese GrôBe als Spur des Tensors. 
Es ist feraer: 

(15) r w -|T||*-‘|. 

Als skalares Produkt von X und © bezeichnet man die Spur des 
tensoriellen Produktes X <É> : 

(16) (S®)-|!Eê|. 

Es gilt : 

(17) (SC©) = (©£). 

Das so gebildete Produkt eines Tensors mit sich selbst ergibt einen 
neuen Skalar, den man als Quadrat des Tensors bezeichnen kann. 

Für antisymmetrische Tensoren ist die Spur immer *= 0, die 
Déterminante verschwindet dann gleichfalls 1 ). 

Für den Einheitstensor gilt: 

|s|-i, — (œœ)=j. 

Fiir den orthogonal en Tensor gilt: 

|0| = 1 (00)- 3 

| 0-| = 1 + 2 cos <5, 

wenn ô den Winkel der Drehung bezeichnet (vgL S. 84). 


1 ) Entwickélt man eine Vektor analysis in R&umen beliebiger Mannig- 
faltigkeit, so verschwindet die Déterminante mtr bei ungeradsdhliger Mannig- 
faltigkeit. 
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d) Das Tensorellipsoid. 

Definiert man eine Flâche durch die Gleichung : 

(18) (ïîr)«1, 

so stellt diese ein Ellipsoid dar: das Tensorellipsoid. Dièses gestaitei 
eine geometrische Darstellung des sytninctrischcn 1 fils cinés Tensors* 
Die Hauptachsen dieses Ellipsoids werden zugleich als Houptachaen 
des Tensors bezeichnet. 

Den antisymmetxischen Teil eincs Tensors: T,, ô (ï ■ Tl kann 
man gleichfalls geometrisch, und zwar clurch einen Vekiur u darstellen. 
Dieser wird festgelegt durch die Gleichungon: 

[a T.j a] 

u ' - ™.y - • 

Man überzeugt sich leicht, daô dieser Veklor u von der Wahl von a 
unabhàngig ist Daraus folgt weiler: 

(20) $ 3 a [u a] . 



e) Zusammenhang zwischen iterierten Tensoren. 
Zwischen 4 durch Itération naeheinander gewotmenrn Teusoreit: 
T n , SC n+1 , E B+S , T w+8 besteht folgende idotitische Uriattoti: 

(21) \ T . x u u *». 

Diese Relation kann bei der Losung von Tensnrgleidmuge» henutzt 
werden. Ist z. B. gegeben die Glcicliung: 

în — 6 ’d « fi, 

dann ist: 

5*b . 

Eliminiert aus diesen drei Gleichunge» unter Hemu/nng obiger 
Identitat %a, T 9 a, £ a a, so bleibt « als Funkliun vint 

C, |T|, JT” 1 ], |r|, b, îb, T-b. 


f) Ortsabbângige Tensoren. 

Ist der Tensor als eine Funktion des Cites gegeben, so spridit 
man von einem Tensorfeld. Aus einem solcheti kdtmeii wir eine» 
Vektor ableiten, der aus der Ortsabhüngigkdt des Tensors etuspringt: 

( 22 ) div T -j *, r«//'iîit) 

limr-rt 

n bedeutet, wie früher, die Normale der das Volume» V umsdiliiîfien- 
den Oberflâcbe. 


l ) la Maanigfaltigkeiten von der Urdmin* tu besteht rinr anaJovc* Be- 
zielmng zwischen w + 1 solcher Tensoren. 
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Dem Gaufischen Satz entspricht die Gleichung : 

(23) J df (%xt) — f dv div5£. 

Femer gilt: 

(24) div (çj £) = çj div $ + ® grad <P 
speziell fiir den Einheitstensor : 

(24 / ). div (ç> ©) = grad <p . 

Die Anwendung des Gaufischen Satzes auf den Vektor SC a eigibt: 

(25) fdvâivZa = f df(n%a) =/d/ , (aïn). 

g) Différentiation nach einem Parameter ( t ). 

(26) |j(î:a) = æ|l + æ'a, wo r-||. 

Fur den orthogonalen Tensor D ergibt sich, wenn wir unter t die 
Zeit verstehen : 

(27) 4(0a)=0|i + [ua], 

wo u der Vektor der Drehgeschwindigkeit ist, d. h. ein Vektor, dessen 
Richtung in die Drehachse fallt und dessen Betrag gleich der Dreh- 
geschwindigkeit ist. Durch Verwendung eines von der Zeit abhangigen 
orthogonalen Tensors ist es daher môglich, ein beliebig bewegtes 
starres System auf Ruhe zu transformieren (vgl. S. 168 ). 

12. Der Gradiententensor. 

Analog, wie der Vektor grad <p die Ortsabhangigkeit des Skalars.ç? 
charakterisiert, konnen wir einen Tensor bilden, der die Ortsabhangig- 
keit eines Vektors darstellt. 

Es entspricht der Gleichung: 

dcp = (grad 97 ig) 

die analoge: 

(1) do = SU8. 

Diesen Tensor SI nennen wir den „Gradicnten“ von a 1 ). 

Es ist: 

(2) | SI f = div a 

( 3 ) div SI = A a 

(4) (6 grad) à = SE B . 

Wir ko nnen den Tensor SI in seinen symmetrischen und antisymme- 

i) Bei Gans mit „def a“ bezeichnet; es liegtgar kein Grand vor, diæen 
Tensor nicht mit „grad a“ zu bazei çb nen. 
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trischen Teil 5^ und 2^ zerlegen. Den symmetrischen Teil 2^ zer- 
legen wir weiter in : 

(5) a.-œifJ-H-a/. 

Es ist dann: 

(5a) . 181/1 = 0 

(5 b) div 51 = A a = | grad div a + div + div 8^ 

(5c) divV = î-(^a + | grad diva) 

(5 d) div SIg = | rot rot o . 

Wir bemerken fèrner noch folgende Formel: 

(6) div $ a = (a div X) + ($ ■ 

13. Tensoren hôheren Grades. 

Ein Vektor a kann auch durch lineare Abhangigkeit von zwri 
andem B und c gegeben sein: 

a = æ(5,t) = iJ»»(0) (*.')• 

% heifit dann Tensor 3 . Grades. Analog büdet man Tensoren 
hôheren Grades. 

14. Transformation von Vektoren auf bewegtes 
Bezugssystem. 

In fiinftm Vektorfeld a = a (t, t) dL einem solchen, das aufier 
vom Ort x auch von der Zeit t abhângt, wird, wenn man es in einem 
mit der Geschwindigkeit t) gradlinig starr fortschreitendes Bezugssystem 
x' = t — Ot darstellt, 

£ = f? + (Bgrad). 

analog für einen Skalar <p(x,t) = <p' (t'> t) 

dtl* v 

— bedeutet also die zeitliche Anderung von a für konstantes x\ d. h. 

in einem festen Punkt des bewegten Systems. 

In einem mit ü «= & 0 -j- [u r] forts chreitendem und rotierendem Be- 
zugssystem r' = r — b 0 1 — [ur] t -wird 

+ (b grad) a + [it u] — -f rot [a #] + » div 0 

+ (“ gIad ’’)- 
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Für ein Linienintegral das langs einer sich mit der Ge- 

i 

schwindigkeit » bewegenden Kurve gebildet ist, gilt 
a a 

^J(adS)=Jig(^ + grad (ü a) — [d rot a]) 

î î 

und für ein Oberflâchenintegral J dfa n 

Tij dfa " == j df {Tt + rot t a ^ b div a ) * 

15. Komplexe Vektoren. 

Analog zu der Bildung komplexer Zahlen kann man auch kom- 
plexe Vektoren bilden, indem man setzt: 

(1) c = a + »6 (t = V — 1) . 

Ein solcher Vektor entbehrt natürlich jeder Anschaulichkeit ; er ist 
aber gelegentlich mit Vorteil zu verwenden. Besonders hâufig tritt 
ein Ausdruck auf von der Form: 

(2) c = e 0 tf <Œ< , 

wo t die Zeit bedeuteL Der Realteil dieses Vektors ist dann offenbar: 
(2*) et = a 0 cosû>* — B 0 sina><, 

stellt also einen Vektor dar, welcher sowohl Richtung wie GrôBe nach 
von der Zeit periodisch abhângt. 

Ein Vektor, für den: 

_ (3) c 9 = a 9 - & 9 + 2i(aB) = 0 

ist, heiBt ein Nullvektor. Für ihn mu 6 a_LB sein, und |tt| = |&| 
Natürlich exis tieren auch Einheitsvektoren im Komplexen, für die 
ft_LB ist, und: 

(4) a 9 = & 9 + 1 . 

Eine Gleichung von der Form: 

(5) c = k [u c] (u reell) 

hat im Reell en nur die triviale Lôsung c = 0. Im Komplexen rechnen 
wir folgendermaBen 

(c c) «= c 9 = 0 
(uc) = 0 

d-h., falls c=* a — i B gesetzt trird, wird: 

a _L u 
B JL it 

a_L.B, I a | == ( B | 
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femer ergibt sich: 

(6) c = ft a [u[uc]] =. — * a (c« a — u(u c)) 
also : 

(7) — — 1 

oder: 

(70 * =± ï' 

Diese Gleichung stellt also eine Bedingungsglcichung für die Lôsbar- 
keit der Ausgangsgleichung dar. 

Die explizite Lôsung lafit sich unter Vcrwendung cines willkür- 
lîpTi f» n reeïlen Vektors f folgendermnficn schrciben : 

(8) c = [uf] + ■-[«[« f]]- 

Anwendung findet diese Rechnungsart z. B. bci der Lôsung der 
Vek tordifferentialglcichmg : 

(9) «-[»«]■ 

Die Anschauung lehrt unmittelbar, daB durch diese Gleichung ein 
Vektor definiert wird, der um eine feste Achat» u > } prâscssicrtf*. 

Wir machen den Ansatz: 

(■40) c c o 0 <o,< -b«u 

und erhalten: 

(41) C 0 "= “ V [«««]* 

Aus unserer obigen Bedingungsgleichung für k folgt unmittelbar: 

(42) . m «= « 

a ist eine beliebige Konstante. 

Sowohl der Realteil, wie der Imaginiirteil der defmitiven Lôsung, 
sowie auch eine beliebige lincarc Kombi nation von beiden ist selbst 
eine Lôsung. 

B. Koordinatenmâfiige Formulierung der 
Vektoranalysis im w-dimensionalen Raume. 

1. Vektorkomponenten. 

Analog zum dreidimensionalen ist jeder Vektor im w-dimensio* 
nalen Raume aus n Grundvektoren e*, . . c n darzustellen in der Form: 

(1) a.= a 1 e 1 + n 9 c 9 4 4-« n e„«» 

(falls die e< linear unabhângig voneinander sind). Die a 1 , a *, ...» a* 
heiBen die kontravarianten Komponcnten von a (bezogen auf die 
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Grundvektoren). Bildet man die zu den e i reziproken Vektoren é, 
so dafi (e< e*) = 1 für i = k und =0 für * =f= k wird, so ist auch die 
Darstellung 

(2) a = «! e 1 + «g c 9 + c n 

môglich. Die a n heifien die kovarianten Komponenten von a. 

In einem willkürlichen (krummlinigen) Koordinatensystem x ) 
x 1 , x 9 , x 3 , ... legt man die Grundvektoren e*, e,, c, an jeder Stelle in 
die Tangentenrichtungen der dort sich kreuzenden Koordinatenkurven 
x 1 = const, x 9 — const, x 3 — const usw. und wàhlt die Betrâge | e x |, 
|e a |, |eg| usw. entsprechend dem metrischen Gefâlle der Koordinaten- 
maJBzahlen x 1 , x 9 , x 3 ... an dieser Stelle. D.h. der Vektor di mit der 
infmitesimalen Lange ds soll gegeben werden durch 

(3) dè = ^dx 1 + t^dx 9 + e^dx 3 + ... 

Die dx * sind also die kontravarianten Komponenten des Vektors di, 
und die Grundvektoren sind bestimmt durch 

... di. di di 

( 4 ) ~ dx 1 ’ Cÿ ~dx a ’ e ® dx°’ 

Die e { geben die metrischen Verhaltnisse im krummlinigen Koordinaten- 
system an. Sie genügen den Gleichungen 

[C\ dc * _ 8e * 

W ' dx k ~dx *' 

Es wird femer 

(ds) 9 — (d x 1 ) 9 e 9 + 2 dx 1 • dx 9 O + • • • 

Zur Abkürzung schreibt man oft : 

(O a = Sii» ( e i ?*)“&•» usw - 
(e x ) 9 = g u > (c 1 c 9 ) = g 19 , usw. 

Es wird daher 

(6) (ds) 9 = 22g ilt dx*'dx h . 

ds heifit das „Linienelemcnt“ des Koordinatensystems. Man pflegt 
neuerdings die Summenzeichen fortzulassen und fordert, dafi iiber jeden 
Index zit sutnmieren ist, der in einem Gliede zweimcd vorkommt. 

Man schreibt also : 

(7) (ds) 9 = dx i dx ll g i1t — dx i dx 1s (t i e*) 

a 9 = a*a*g i1t = a* a* (e< e„) = = a i a h (t i t v ) 

Ëbenso 

(a B) = a* b h g i1t es» a { b* = a* b 4 usw. 

■*) Bei zeitabh&ngigen Koordinatensystemen vgL S.lgl. 
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Man beachte noch folgende Relationen: 

(8) fl* = (< 16 *); a t =>(aej 

= fl* = g**fl fc 

(ûc*)(c 1 B) = (aB). 

Zur speziellen Rechnung ist die Verwendung der g ifc meist vor- 
teilhafter als die der Vektoren e r 

Die GrôBen g ile bestimmt man am bequemsten dur ch Aufstellung 
der Form des Linienelementes. 

Die GrôBen g* 11 findet man aus diesen, indem man aus den g ik 
die Déterminante \g\ bildet Nennt man G ik die Unterdeterminante 

zu g i1t , so ist g ih = . Yg ist gleich dem Volumen des aus den 

Grundvektoren e t gebildeten Parallelepipeds. 

2. Tensorkomponenten. 

Die Beziehung 

«I 

schreibt sich unter Weglassung der Summenzeichen über zweimal 
vorkommende Indizes : 

M a i s== Pni(ln*ÏÏ = T iT.* k ‘> 

bedeutet heiBen die kovarianten Komponenten des Tensors. (Es 
ist = Entsprechend. gilt : 

(2) = r“ b t , wo r“ - pi qï ist 

T** heiBen die kontravarianten Komponenten des Tensors 
T ih Ebenso gilt: 

fl* = TÎ l h , wo 7* = p* q n]( ist 

2* heiBen die gemischten Komponenten des Tensors (T** = ïc*^. 
Es ist also 

, = (e* = 2< g ïfc 

und 

Tue t=: T lm g {l g lim . 

Der Tensor ist symmetrisch, wenn T ik = T ki ist Der Tensor 
ist s cbief symmetrisch oder antisymmetrisch, wepn T ik = — T kt ist. 
Auch die GrôBen g iJc sind die kovarianten Komponenten eines sym- 
metrischen Tensors, namlich des Einheitstensors wo a =* (S a 
(vgl. S. 164). Hier ist £ n = e n , q n = e n zu setzeri. 

. x ) Die Summe ttber den Index n mufi zur vollen Allgemeinheit im 
n - Dlmensionalen n unabh&ngige Glieder enthalten. 
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B. Tensoren hôheren Grades. 

Tensoren hôheren Grades sind entsprechend zu bilden. Z. B. 

fcï ==== 2 PntQnlc r nl 

^ I î*l= UpUn^nl USW * 

» 

Vektoren kann man hiemach au ch als Tensoren 1. Grades, Skalare 
als Tensoren 0. Grades bezeichnen. 


4. 3-Indizes - Symbole. 

Der im weiteren haufig vorkommende Ausdruck 


_L Sir j d Si* S Sr t\ 

2 W* "* dx r dx *' 

wird abgekürzt durch die Form: 


und 

[ 7 ] durch 






il) 

-{VJ - 

_ r 1 

* r» 

xi. 

ist kein Tensor. 





Es gilt: 




« 


['/: 

i i 

+ 
i 1 

' s. 

t i 

ii 

il 

(2) 

(ir \ __ 1 dfg 

\* i Tss* r 

dlo g~fg __ 
dx r 

divc r = 


In den Grundvektoren ausgedrückt ist : 


w . fri- (#•*)“ G?*) 


5. Transformationen. 

Beim Übergang von den krummlinigen Koordinaten zu neuen 
krummlinigen Koordinaten transformieren sich die kontravarianten 
Komponenten des Linienelements (unter Fortjasssung der S umm en- 


zeichen) : 
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Nach demselben Gesetz transformieren sich die kontravarianten 
Komponenten eines Vektors a 


a*' — 

Die kovarianten Komponenten 
«<' = 


dx * * 

dx* a ’ 

transformieren sich dürch 
dx* 
dx * * 


Daher wird für jede Transformation 

a { b* — a/ b*' = a* \ <= a *' &/ = Invariante (Skalar). 

Die Komponenten eines Tensors 2. Grades transformieren sich 


T* v = 




wie 

(fl, &*). Also 

dx m 

.îal.T 

dx*' 

dx v MB 

dx*' 

. . Ttnn 

8x m 

dx n 

dx m 

dx* 1 j, n ^ 

dx*' 

dx n m ‘ 


Es wird daher fiir jede Transformation T lt S** eine Invariante 
. (Skalar), wenn % und © Tensoren sind. 

Umgekehrt: Ist für jeden beliebigen Tensor © die GrôJBe T ilt S il 
ein Skalar, so ist ÎE ein Tensor. 

Entsprechendes gût für Tensoren beliebigen Grades. 


Zusammenstellüng der wichtigsten Invarianten: 
a 9 = a t a*, (a 6) — a { b* = a* 


(a [6 c]) = Yg 


a 1 a* a 8 
& 1 & 8 
c* c® c® 


(im Dreidimensionalen) . 


(%-Ü) = T ilt T**=T 1 *T* (a:-©)=2’ ifc S« 
| T| = | Tj* | (Déterminante). 

%ab =*T i1t a*b* 


6. Verjûngung und Erweiterung. 

Aus ftinem TenSor T ik erhalt man durch Multiplikation mit g ilt 
den Skalar |É| = T ih g ilt , aus Tf* den Vektor tj = Tf* g ilt usw. Diese 
Opération, die den Grad eines Tensors uni 2 emiedrigt, heifit Ver- 
jünguhg. . ’ ‘ 
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Durch Différentiation erhalt man umgekehrt aus Tensoren solche 
hôheren Grades (Erweiterung), durch Kombination mit Verjüngung auch 
solche niederen Grades. Bei der Différentiation ist zu beachten, dafi die e { 
mit zu differenzieren sind 1 ). Dadurch erhàlt man unter Benutzung 
der 3 * Indizes-Symbole u. a. folgende Ausdrücke: 


(i) 


U: — 


*<k 


Ski 


-W 


(a «= grad <p ) 

(St = grad B) vgl. S. 167. 


dx * 
db t 
dx* 

£+{*')»• 

s-o-o 


und durch Kombination u. a. 




dbf dbfi 

— t* + b*; (c = (6 grad) a). 


Durch Kombination mit Verjüngung findet man u. a. 


3) 

(4) 

(5) 


V» 


__ 1 g(VF a< ) 


VF 0** 


y/e 

± a (VFr**) , M 




v = 


VF 0* 


<(vü-g“£p) 


( y _«r«-(^)) 

(a — div SE) 

yr» 

■ (y — -d 93) 


(dd)* = da- e* - (ly ■ + a* (é d**= {* *} •*) <***= «V 4** 

d.' h, des Différentiel der Komponente ist m'cAf gleich der Komponente des 
Differentials: d(a*) 4= (da)*. 
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7. Erweiterung -und Verjüngung in Anwendung 



auf den Tensor 

ffih. 


Für den Tensor g iJe erhâlt man speziell: 

(1) 

i 

VT 

7} 

g r * = 0 

m 

dx l 1 

f.V+f;) 

g ir = 0 


dgtk 

r/Â'i «o 

g,lc= 0 


dx l 

W . 1 r } 


An Tensoren hôheren Grades ist aus g lk nur der folgende ab* 
zuleiten 

<» *•— AH-èra-wn+wn 

und hieraus durch Verjüngung ein anderer Tensor 2. Grades 

und der Skalar 

Die Grôfie 2?^ heiBt der „RieinannrChristoffel$che Krümmungs- 
tensor". 

Das Verschwinden dieses Tensors ist die Bedingung dafür, dafl 
die n-dimensionale Mannigfaltigkeit, ausgemessen mit dem Linien- 
element ds, die Euklidische Geometrie erfüllt 
In den Grundvektoren ausgedrückt ist 

R*Ht = (e* {^s (sf) ~ âF (jf)}) ' 

Die Differ ential gleichun g einer geraden Linie, d. h. einer Unie, 
für die die Bogenlange J ds zwischen je zwei ihrer Punkte ein Mini- 
mum ist (geodatische Linie), lautet: 

1 1 ) £*î + 'M?î!ïfîî_o. 

w ds* J ds ds u 

Die DifFerentialgleichung einer Feldlinie (Krafüinie) eines. Vektor* 
feldes à lautet 

(?) . 


ds 


— aty 


wo «* = /“< (x lt x a , xJ ist. 

Vérsehièbt man einen Vektor a aùs dem Punkte (x lf x 9 , ■■•,x t ) 
ungeândert und parallel zu sidi (Verpflanzung) um ôS, so ândera 
sich seine Komponenten a* zu a* d a* und es gilt 
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(3) &a< {7} a' a»* 

bzw. 

Setzt man diese ParaUelverschiebung von Punkt zu Punkt langs 
einer geschlossenen Kurve fort, so lautet die Bedingung dafür, daÛ 
die Komponenten a* wieder ihren ursprünglichen Wert annehmen: 

( 4 ) = 0 . 


8. Orthogonale Koordinaten im 8-dimensionalen Raum. 

(Im folgenden ist jedes Summenzelchen ausgeschriçben 1) 

In orthogonalen Koordinatensystemen ist es vorteilhaft, ein anderes 
System von Grundvektoren zu verwenden, nâmlich Einheitsvektoren 
t, ig . . • in Richtung der früheren e x e 9 e# — Hier werden die { fc mit 
ihrem reziproken i* identisch. Es gibt also au ch nur eine Art von 
Komponenten, die. als physikalische Komponenten bezeichnet werden 
sollen, da sie in der Fhysik lxaufxg verwandt werden. Sie sind die 
Betrâge der komponierenden Vektoren. 

Es ist hier also zu schreiben 

û a =5 1 i 1 + 3 9 i s + â s i 8 , 
wo 

a { — a* e { = — Va t a* 

ist, wenn man mit e i den Betrag von é* bezeichnet, der aus dem 
Linienelement 

ds - V§* (dx 1 )* H- V (d* 3 ) 9 + . . . 

zu entnehmen ist. 

Der Betrag von e < ist hier gleich 

Pi 

Die physikalischen Komponenten cl^ sind also die geometrischen 
Mittel der kontravàrianten und kovarianten Komponenten. 

Hieraus folgen die Formeln: 

Die Tensorrelation a = 5EB schreibt sich: 


2 T ih 


wobei die physikalischen Komponenten des Tensors sich bèrechnen durch 




IîJL == T it -e i e lt . 

*t*k * * 


jv*. 




Mftdolnng, Math . B3 IfsxnltteL a. AufL 


42 
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Für die- Transformation der für die allgemeinen Komponenten 
gefundenen Formeln in solche mit physikalischen Komponenten gelten 
also folgende Beziehungen: 


T — T p g • — ZJh. • T* T if* 

À iTe — 1 — e ,e k ’ 

dx i ist Mer natürlich keine Vektorkomponente, sondem nur 

dx i e { = ds i . 

Die GrôBen g ih verschwinden für i =}= k, für i — k ist 
£« = *?-> g ii= ~^ 

zu setzen und 

Vg = e t e 9 e 9 ... 

Die 3-Indizes-Symbole werden in orthogonalen Systemen einfach 

{?} -?(<**) vg+Mvg - (<*) *•$). 

wo die Symbole ( l k ) usw. 1 bzw. 0 bedeuten, je nachdem l = k oder 
l 4= k ist, d. h. 

{V}*0 für i^k 4=/ 4= i 

= “r«*ri ^ * = £=H 

e l dx l ~ 

fôr t,=sZï H 

= 7"7~ï tü* l = k. 

e i dx* 

Durch diese Beziehungen transformieren sich die Formeln von 
S. 175 fblgendermaBen in physikalische Komponenten: 


i,— i.iz 


(o = grad çj) 


JJ \l {( f *X-V^ + - (ih) • V0}) 

- K~ f - ï, •£+(<*) J^vjv) 

-sfi-ïs+w-zk-é . 

_ r 7 

e i\dx l *i dx * «ft ) £ $r ' dxr 

r 

+(Ai ) 2-^-0) 
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V = 7 = e 2b^ S f> (V = diva) 

v= 7 = t 2h{f s -ï-ï?) ( - y,=Av) 

a = — y r -L-/-l/T.?'r.\ ^ (^Vt + ^r) 0fl, yyTrr _ 3 g »A 

* J7 Zl 8x r \ 6 Zj e,e r 8x r Z/ *i* r ' ÔX*) 

' r t r 

(a = div 2) 

Ist hierin 7^ fc ein antisymmetrischer Tensor (2^ fc « — T k j) , so 
verschwinden die beiden letzten Glieder. 

Ist speziell 


so wird 


f «â _ô 1 

*** fl ** * <— ^*\a** J» 

/ /iÊii! _ 9(^r^r) \\ 


V? 

T 

Dieser Ausdrack ist in zwei Teile zerlegbar: 


rot rot B). 


't* 


wo der ers te Teil gleich grad div B, der zweite Teil c = à B bedeutet 
S ik = a ‘*~^- a * i - ist der «Deformationstensor". 

Er ist symmetrischer in der Form schreibbar: 
c J_ (ti_ 8 (b\ 1 ** 8 fo\\ 1 (♦'*) *r.ïî* 

**^2 \ek*dx*\e t ) fl, ’ sx* \ e k)j «k Zj e r ‘ 8 x r ' 

r 

Antisym metris che Tensor en haben im 3 -Dimensionalen nur 3 Kom* 
ponenten. Deutet rpan diese aïs die Komponenten eines Vektors, so 
ist dieser hierdurch in einer vom Koordinatensystem unabhângigen 
Weise defini ert, indem man setzt • 


^19 “ ^8 » — a i » 



Z. B. liefert der Tensor a { b k — a k b { = ~c x die Définition des Vektors 
c « [a B], femer der Tensor 



a t » 


Ht 





f 3(b ( e t ) 

dx* 


8M\ . 

dx* J- 1 


die Définition des Vektors c =• rot B. 


12^ 
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Dieae Vektoren heiÛen axiale im Gegensatz zu den anderen, die 
als polar bezeichnet werden. 

Die Operation rot, angewandt auf einen axialen Vektor, ist iden* 
tisch mit der Operation div, angewandt auf den antisymmetrischen 
Tensor (vgL rot rot B). 


9. Komponenten in Cartesischen Koordinaten. 

In Cartesischen Koordinaten werden die drei Komponentenarten 
miteinander identisch, weil 

(1) = e 3 = 1 und (fi f 9 ) = ( e a ="■ (e« O «= 0 

ist. Wir bezeichnen die Komponenten von a mit a m , a y , a g) gleich 
den Projektionen von a auf die x, y, r-Achse. 

Das innere Produkt (a b) wird 

(3) (a&) = a B & B + + 

Das âuüere Produkt [a B] hat die Komponenten: 

[ Û ““ a y b t a a b y 

(4) [Z*]y= ==a ' b *- U * b * 

[«» ]. = a * b y~ a yh- 


Der Betrag eines Vektors a wird: 

( 5 ) a 

(a [B c]) wird 


a | = V*.® + a* + a,®; 


( 6 ) 


b _ c„ 

9 as st 

abc 
"v v y 

abc 
* * * 


dtp m 8<p m dtp ' 

dx l dÿ ’ dT ; 


gradç? hat die Komponenten: 

00 

div a wird: 

( 8 ) + 

rota hat die Komponenten: 

( . da, da„ 

I » »4> Qjg ’ 


(9) 


( 10 ) 


dy 

„ da m da, 

•V-T 7 - 

, 0 a„ 0 ff* 

rot . 9 =i i-.îj-' 

i . . 0 * 0 ? . 0 * 9 ? , 0 “® 
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A a hat die Komponenten : 


(«) 


A„ a 


d* fl* . d ®a* 


d e a. 


dx* 


dy i 


dz * 


— A a m u sw. 


/ j\ t 36 m . dbg , 36* 

(a grad), 6 = ». + a, - gJ + «, usw - 


dz 


(<t grad) B hat die Komponenten : 

(12) o 7 a ~ "a ÿ x 

Der Gaufische Satz lautet: 

( 1 3 ) ^ + ?j) ~ J(a u cos (nx) + a y cos («y) + a,cos (nz)) df. 

Der Stokessche Satz lautet: 

(1 4 ) J {j? - jf) cos (* *) + ■ ■ • — J («. 4 * + a v d y + a * d *) ■ 

Eine lineare Vektorfunktion stellt sich in der Form dar: 

' «■ — «o. + «u * + «la y + *is « 

(15) 1 a o*4-«*i* + «siy + ^ 8 * 

■ a , = «0, + «81 « + «89 y + «88 * 

Die Zerlegung von a — a,) in einen quellenfreien Teil a' und einen 
wirbelfreien Teil a" liefert: 

' «.“«*' + «/ 


usw., wo 


m 


und 


(17) 


«.' *=• ï {(*19 ~ «su) y + («18 - «81 ) *)} = U y Z-U t y 

«„' = I {(«91 “ «m) * + (fl 98 «8 a) *)} = 

«/ “ ï {(«si - «is) * + Kt - ««) y)} = **«, y - «* * 


— «11 X + I («19 + «fl) V + I («18 + «$l) Z 

=5 («91 + ««)* H- «19 y + 5 («98 + «sa)* 


«/' = i («81 + «is) * + I («89 + «as) y + «88 * • 

Drückt man die Abhàngigkeit des Vektors a vom Ort aus in der 
Form: 

a = ûo + ®*»- 

so bezeichnet man die a ilt der Formel ( 15 ) als die Komponenten des 
Tensors St. 

Schreibt main a"== SI t, so sind also die Grôfien d^; | (« 19 -f- OjJ ; 
a («îa “j“ «si) usw - die Komponenten eines symmetrischen Tensors. 

Entsprechend bezeichnet man die u x , tt , u t ais die Komponenten 
eines antisymmetrischen Tensors (vgl. S. lo3)* 
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KoordinatenmïËige Fonnulierung' der Vektoranalysis. 


<p = àxv%= hat die Komponenten: 


(18) 

(«) 

( 20 ) 


II 

■çü 

” ^ W St I 

3 * 1 

^ - ar y 

8 y "* 

ds 

f.- 

ÔTyg | 

a*" -1- 

ÛTyy . 

H 

1 

dy ^ 

ds 

J* 


8 T t y | 

3 T, t 

Pt — 

3 * ' 

3 y “ 

ds 


(* æ) = tu + 2ï„ + îï. + 2 n » + 2 n , + 2 îî » • 

I ® I = + ^*ii + T),- 


rl- 


T T T 

wx oc y a* 

T T T 

y y y* 

T T T 

■‘■tx ty f» 


10. Komponenten in Polarkoordinaten (r, y, #). 

is 9 a if 8 -f- r a sin a #<Z<p* -J- r^dd 9 ; e^—\\ e a =rsin^; c a = f; 

(1) g=r 4 sin 9 #. 

3 -Indizes-Symbole : 

n-- (ï!-t. {',•>-*• 

— — f sin 9 0, | 22 J = — sintfcqs#, { j = ctg$. 
Wir bezeichnen 

=s a r , ■ Qg ^ dtp } ûg ' ■ 

a = grady: 

( 2 ) „ _£v. A^Jæ.. 1 d V 

(5) 


8r* 

j. 3 a r . 2 

* v “-=ir.+ T a r 


v rain 8 8ç> * r 80* 

, 1 Sflç, , 1 0 fl # . COtff# 

f a# r 




W 

(5) 

( 6 ) 
(7) 


rsin# d<p 

= ( ,9 *-)) + 7550-^ + 7S8 (w< sin 

0 9 y> . 1 0 9 y 


dy = div grad \p = 


2 8y> . 1 

r dr ' r 9 sin 9 0 0 ç > 9 r 9 dû 9 

dy> 


+ 7T c ° t <S0W 


±±(. 


1 1 d * V 1 

■ i a 

(^j?) 

f 9 d r V 

- 

3 f / 

r 9 sin 9 0 0 ç > 9 ~ 

r 9 sin 0 a# 


t0t r“ ~.TSt (w - W 


1 da r 

rot " û== 7"3ïr 


i 9 (rag.) 
r, 3r 
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(8) rot* a = JL (JL ( r a 

v \dt ' sin. ô dtp ’ 

(9) A r a<=~d(ra r ) — ~ diva. 

Zwischen den a a a y a t und den a r a v a& bestehen die Gleichungen: 
« r = a x sin # cos cp a y sin # sin 9? -f- a t cos # 

«7, = — a œ sinç). + a y cosç> 


( 10 ) 


( 11 ) 


a» = a tt cos # cos ç? -j- cos ^ sin 99 — a a sin# 

= & r sin# cos q> — a v sin tp a# cos <p cos # 

o> v — <L r sin # cos çj -f- cos <p -]- a^sinç) cos# 
a e = a r cos# -J- a& sin# 


U. Komponenten in Zylinderkoordinaten (p, y, #). 

ds* = dç*-j-Q*dtp a -l-dz*; e 1 =i, e a = 1 . 

3 ■ Indizes - Symbole : 

{T} {^l — 1 3 aile anderen == 0. 


w 

( 2 ) 

(3) 

( 4 ) 

(5) 

( 6 ) 
(7) 


g = Q*- 

Wir bezeichnen: 

= Q>q t a 9 — j O3 — 


dtp 


a — grady;: ^ e 8y “ 

àiya = ^j e a e ) + ±^^ da - 


t à» 

rota = 

y Q dtp de 
. da e da z 

r0 V tt= =lf- 1# 


9* 


rot. a 


1 d(e a v) 1 


g dg 6 dtp 

d i vgrady, = d V = |l( e Æ)+J r 0 + ^ 


i> de dg / 1 g® 3ç> s 

Zwischen den a B , <z # und den a e , a,,, bestehen die 
Gleichungen: 

a e = a B ços (p -f- a„ sin.97 

(8) ^ a v = — a x sm.(p-\-a v cosq} . 

*,*= +<*,- 
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Koordinatenmâfiige Formulierung der Vektoranalysis, 



a a = a s cos (p — a<p sinçj 
a y = a 6 sin <p + a,q> cos ç> 

«, *= ■ +a a . 
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Elfter Abschnitt. 

Mechanik. 

A. Prinzipien der Mechanik. 

1. Differentialprinzipien. 

a) Newtonsche Bewegungsgleichungen. 

Ein unter dera Einflusse einer Kraft SC = (X, Y, Z) sich be- 
wegender freier Massenpunkt durchlàuft in der Zeit t eine Bain x (t), 
y{t), x(t ) , die durch die Differentialgleichung gegeben ist: 

m?~4 = X(x, y, x); 
dt 

dt 

Das sind 3 Differentialgleichungen zweiter Ordnung fur die unbe- 
kannten Funktionen %{t), y (/), z{t). Die 6 in den Lôsungen auf- 
tretenden Integrationskonstanten sind durch die ' Anfangsbedingungen. 
etwa durch 

x (^0) — x o> x (*o) t==u o* 

(a) y(t 0 )‘=y 0 i ÿ(<o) = V 

*(<«) = * 0 ; * (O = ®o 

gegeben. 

b) Lagrangesche Bewegungsgleichungen *1. Art 
Ist der Massenpunkt nicht frei beweglich, sondera an irgend- 
welche Bedingungen gebunden, etwa an eine Flache <p (x, y, x) = 0, 
oder an eine Kurve ç>(x, y, x) = 0, y>{x> y» x) = 0, so ist die Be- 
wegung bestimmt durch: 

m X~x+x£+r a g, 


I m - 10 = Jfc 

( Masse X Beschleunigung =» Kraft 
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Prinzipien der Mechanik. 


Das sind zusammen mit den Bedingungsgleichungen <p — 0, yj == 0 
5 Gleichungen für die unbekannten Funktionen x(t), y (<), z{t) und 
die unbekannten Konstanten (Lagrangeschen Multiplikatoren) A und fi. 

Tritt die Zeit t explizite in den Nebenbedingungen au£ so ist t 
aïs Konstante zu behandeln. Bei Vorhandensein von mehreren Massen- 
punkten gelten die Lagrangeschen bzw. Newtonschen Bewegungs- 
gleichungen für jeden einzelnen Massenpunkt Die Beziehungen dez 
einzelnen Massenpunkte zueinander sind durch die Nebenbedingungen 
festgelegt 

c) Das Prinzip des kleinsten Zwanges (Gaufi). 

Bewegt sich ein Massenpunkt unter dem EinfluJB irgendwelcher 
treibender Krafte nicht frei, sondem an die Erfüllung bestimmter 
Nebenbedingungen gebunden, so ist die wirklich stattfindende Be- 
wegung derart, dafi der „Zu>ang“, den der Massenpunkt durch die 
Nebenbedingungen erfàhrt, in jedem Augenblick ein Minimum ist. 

Der Zwang ist definiert durch: 

(3) 2 X)* + (tnÿ - Y)* + («2 - Z)*}. 

Sind keine Nebenbedingungen vorhanden, so liefert das Gau fâche 
Prinzip sofort die Newtonschen, sind Bedingungen vorhanden, die 
Lagrangeschen Bewegungsgleichungen. 

Besteht das System aus mehreren Massenpunkten, so ist der 
„Zwang“ gleich der Summe der Einzelzwânge zu setzen. 


d) Das Prinzip der virtuellen Verrückungen. 

Prinzip der virtuellen Verschiebungeh. Prinzip der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten. Prinzip der Statik. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung für das Gleich- 
gewicht eines beliebigen materiellen Systems besteht darin, dafl die 
Gesamtarbeit der treibenden Krafte bei jeder virtuellen, d. h. mit den 
Bedingungen des Systems vertraglichen Verrückung gleich Null ist 

( 4 ) ==s Y i ôy i -f -Z i ôz i «s= 0. 

Es ist zu summieren über sâmtlicbe Massenpunkte. Sind die 
Bedingungen zwischen den einzelnen Massenpunkten durch die Be- 
dingungsgleichungen (x {) y { , x.) = 0 gegeben, so bedeutet das für 
die zulâssige virtuelle Verrückung: 



und somit folgt als Gleichgewichtsbedingung: 


( 6 ) 
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worin Xj, 1,, ... konstante Lagrange sche Multiplikatoren sind. — 

ist die ^-Komponente der „Zwangskraft“, die der Bedingungsgleichung 
gW = 0 âquivalent ist. 


e) Das Prinzip von d’Alembert 

führt die Behandlung dyn amis cher Problème auf die Statik zurück, 
ind em das negativ genommene Produit aus Massé und Beschleunigung 
als „T râgheitskraft “ eingefiihrt und wie eine treibende Kraft behanddt 
wird. Es wird verlangt, dafi in jedem Augenblick Gleichgewicht 
zwischen samtlichen Krâften herrscht, wofür das Prinzip der vîrtuellen 
Verrückungen diè notwendige und hinreichende Bedingung gibt: 


2(X, -*,*,)<!*,= 0,1 

( 7 ) } 


d & 

Man bezeichnet die Differenz ft — m — r auch als „verlorene 

dt 

(nicht in Bewegung umgesetzte) Kraft “ und spricht das i } Alemberts che 
Prinzip so aus: Bei der wirklich eintretenden Bewegung ist die virtuelle 
Axbeit («= Kraft X Weg) der verlorenen Krâfte gleich.NulL 

Sind keine Nebenbedingungen vorhanden, so ist das d' Alembert- 
sche Prinzip mit den Newtonsdx&n Bewegungsgleichungen, sind Be- 
dingungen vorhanden, so ist es mit den Lagrange schen Gleichungen 
idenüsch. Explizite auftretendes t ist als Konstante zu behandeln. 


2 . Integralprinzipien. 

a) Das Prinzip von Hamilton* 

Von allen Bewegungen, die mit den Rand- und Nebenbedingungen 
eines mechanischen Problems vertrâglich sind, ist die wirklich statt- 
findende Bewegung die, die das Intégral 

( 8 ) f(r-w)n 

h 

zum Minimum macht Darin bedeutet T die kînelisdie, W die poten- 
tielle Energie. T — W = L heiÛt. die „Lagrange sche Tunktion“. 
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Pxinzipien der Mechanik. 


Dieses Variationsproblem liefert drei Differentialgleichungen 2 . Ordnung, 
Es sind die „Lagrangeschen Gleichungen 2 . Art" (vgl. S. 192): 

_d_ 0L _ 3L = 0 

4t dx dx 

(9) 


Das HamiUonsche Prinzip ist das allgemeinste und am weitesten 
reichende Grundprinzip der. Mechanik. Es gilt für eine beliebige Zahl 
von Massenpunkten und für eine beliebige Zahl von Freiheitsgraden. 
Die Zeit t kann sowohl ein Potential U wie auch in den etwa vor- 
handenen Nebenbedingungen explizite auftreten. Es ist nicht wie die 
anderen Integralpdnzipe an die Gültigkeit des Energiesatzes gebunden. 
Das Vorhandensein von Nebenbedingungen bietet keinerlei Schwierig. 
keit Es tritt in diesem Falle in den Lagrange schen Gleichungen L-\-Xcp 
an die Stelle von L . (Vgl. Variationsrechnung.) 


b) Das Prinzip der kleinsten Wirkung. 

Das Prinzip der kleinsten Aktion. Das Prinzip von Euler. 

t 

Bei der wirldich stattfindenden Bewegung wird das Intégral J Tdt 

ein Minimum, verglichen mit allen anderen mit den Bedingungen ver- 
traglichen Bewegungen von der gleichen Energie E. Ausgangs- und 
Endpunkt, sowie Ausgangszeit werden bei der Variation feslgehalten, 
die Endzeit dagegen nicht. 

Das Eulerschc Prinzip ist nicht auf das Harniltonsche zurückführbar. 
Es gilt nur für konservative Système. Die gewôhnlichen Methoden 
der Variationsrechnung siild nicht anwendbar, da die obéré Grenze 
pffen ist. 

Als „Pnnzip der kleinsten Wirkung" („Aktion") wird auch haufig 
das HamiUonsche bezeichnet. 


c) Das Prinzip von Jacobi. 

Findet ■ unter dem Einflusse konservativer Krafte (d. h. T-\- W 
«= Const = E) zwischen dèn festen Punkten x Q , y 0 , z Q und x x , y t , x x 
eine Bewegung statt, so macht die wirldich durchlaufene Bahnkurve 
das Intégral 

( 19 ) f VE- W(x, y,x)is 

•oiVoi*o 



Integralprmzipien. 
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zum Minimum . Durch dieses Variationsprinzip ist die Bahnkurve ein- 
deutig bestimmt. Der zeitliche Ablauf der Bewegung folgt daim aus 
dem Energiesatz T -\-W= Const «= E . 


d) Die kanonischen Bewegungsgleichungen (Hamilton). 

Tritt im Potential U die Zeit t nicht explizite auf, so lassen sicb 
die Lagrangeschen Gleichungen 2. Art auch schreiben: 


(«) 


{ dpi SH ( p y q) 

dt dq, 

_ SH (p , q) ' 
dt dp t 


Darin bedeuten die q i die 3 n „generalisierfen Lagekoordinaten “ (n An- 
zabl der Freiheitsgrade), die p t die dazugehôrigen „generalisierten Im- 

puise", defini ert durch ^ — ^wofür man, da das Potential eine 


reine Ortsfunktion ist, auch schreiben kann: p { 
H (p, q) ist die Energiefmktion 



(12) H(p, q)=T{p x ...p n , qi ... q n ) +W(q 1 ...qJ (vgl. S. 192). 


e) Die Jacobische partielle Difïerentialgleichung. 

Die Lôsung der kanonischen Gleichungen gelingt oft bequem auf 
dem Wege über die Jacobische Differéntialgleichung 


( 13 ) 


SS (î A • • • ?*) 1 xi ( SS 
St + 




die man bekommt, wenn man in der Energiefunktion H (p, q) die p { 

o Ç 

bzw. durch — ersetzt. Kennt man eine Losung S {q x . . . q n , 0 ^ . . . *»»0. 

der Jacobischen Difïerentialgleichung, sô findet man die allgemeine 

dS 

Losung der kanonischen Gleichung, indem man bildet: — = ^ und 
aus diesen n Gleidumgen die q { durch a, p und t ausdrückt Da aufier- 

oc 

dem Pi = -z— ist, so sind die 2n Integrationskonstanten et, P durch 

Sqt 

die 2 n Anfançsbedingungen q t °, g B °, p ®, . . £ n ° bestimmt Die 
Jacobische Funktion S gibt den Wert des HantiUonsdben Intégrais als 
Funktion des im Laufe der wirklich stattfindenden Bewegung erreiçhten 
Ortés. S heifit die „Wirkungsfmktion". 
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Mechanik des einzelnen Massenpunktes. 


B. Mechanik des einzelnen Massenpunktes. 

1. Grundgesetz und Begriffe. 

Zur Darstellung der Bewegung eines Massenpunktes benutzt man 
folgende Punktvektoren 1 ): 

Lage t (Komponenten x). 

Geschwindigkeit & = (v* — -jj-j 

t, * d* t ( v i d*x* , (hl'\dx k dx l \ 

Beschleunjgung S = ^r ^ + \ i \ ~ÎT ~îr) ■ 

Ist î der Vektor der Kraft und m die Masse des Punktes, so 
lautet das dynamische Grundgesetz ( Newton ) 

d 9 t 


(0 


! = mB 


m 


dt * 




p = «it> heifit Impuls oder Bewegungsgrôfie. 
Dater 


( 2 ) 


_ *9 


ï = 


dt 




Zerlegt man die Beschleunigung in Radial- und Tangentialbeschleu- 
nigung B =* b r + &*» so wird 

[ b (6 ti)J SC dv b (B b) t> dv 


, « s 

K=r* v 


V 


T dt 


v dt ’ 


Dabei bedeutet 8t einen Vektor von Richtung und Betrag des Krüm- 
mungsradius der Bahn, % einen Vektor in Richtung der Bahntangente. 
— mh r heifit Zentrifugalkraft. 

(3) dA = (ti))-dt=(l-dt) 
heifit die bei der Verschiebung geleistete Arbeü 

dA = [k t v^dt = k i dx i 

iT = (pil>), 

T = heifit kinetische Energie 

(4) r— =(•*. 

1 ) Im affînen Koordinatensystem wird xi=ri, d. h. nnr in solchen alnd 
die xt die Komponenten des Vektors x in Richtung vom Nullpunkt «un Aoï- 
punkt. Dagegen sind allgemein die dx< die Komponenten von dt. 
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Ist I als Funktion des Ortes gegeben und darstellbar in der Fonn 

ï = grad U =* — gradTF (% = — = V 

\ * dx* dxtj 

wo U bzw. W ein von & unabhàngiger Skalar ist, so beiût U die 
Krâftefunktion nnd W => — U die potentielle Energie. Ist TJ auch von t 
unabhângig, so heifit eine solche Kraft ï konservativ. Dann gilt . 

(5) dA = dU = - dW = dT 

d (T + W) = O (ErhaUung der Energie). 


2. Verschiedene Formen des Grandgesetzes. 

In kovarianter Schreibweise mit Benutzung der Fundamentalvektoren 
(S. 171) wird für obige Grôfien 

dx = e i dx i , t» = Cjü*. p=mti = mv i e i 
l = k\, dU = {idê)=:k k dx i ( CjO» 

also 

BU t fc / \ r 

J?- h ('*'») -*<• 

Die Grundgleidmng der Mechanik heiût dann 



also nach Multiplikation mit e fe 


wahrend die kinetische Energie T dargestellt wird durcit 
(l) 2T = mv i v h (e { e 1t ) = v i p i . 

Diese Schreibweise gestattet die Gleichungen sofort in einem flieûenden 
d. h. einem willkürlich zeitlich verânderlicben Koordinatensystem zu 
scbreiben. In einem sôlchen gilt: 


( 2 ) 


f i£L 



+ 0 **’ 


v* 


Bu * de i 

** dx 1 ~ 9* ' 


U, +Hr 


Dabei bedeutet u die Strômungsgeschwindigkeit des Koordinatensystems, 

£îï bzw. 4? die Ànderung der Vektoren e, mit der Zeit im Massen- 
dt dt 

punkt bzw. an einem festen Ort, 
so da.fi fur a const vfird 

Bv* 0e, 
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Mechanik des einzelnen Massenpunktes. 


Daller -mrd 1 * ) 
ST 
8x l 
8T 
dx 1 


d dT 
** d* 1 


*{»'«* ( e '0) + v<( -‘‘ e ‘ ) i?} = mv< (“ w) 

« 

mv i [z i t j) = mv i — p i 
m ^ e ï) + ( e < ^ + e *^)} • 


Die Grundgleichung der Mechanik schreibt sich daher in einem 
willkürlichen, eventuell auch zeitlich veranderlichen Koordinatensystem 


( 3 ) 


d {8T\ 8T __ dU 
dt \8x l ) dx l dx 1 ' 


oder bei Einführung des „kinetischen Potentials" (Lagrange sche Funktion) 
L = T + U 

= —y (Lagrangescht Gleichungen). 


( 4 ) 


Nun gilt*) aber 


8T 

i j. dû* 

8T 


8T 1 

dû 

= dû 

x* 8x l 


i7 


dx |* r 

8x l 

f 8x l 


ST 
dx l 

also geht die Lagrange sche Fonn über bei Einführung von 
H = T - U - = h# - (T + U) 3 ) 

8H 


( 5 ) 


dpi 

dt 8x l 


\*r 


und 

dx l 

dt 


8H 

dpi 


(Hamiltonscht kanonische 
Gleichungen), 


i) Die Schreibweise bedeutet, dafi hier T als Funktion der x* und St 1 (also 
nicht etwa der vj) betrachtet werden soll. 


8T 

8x l 

8T_ 

dx l 




ipobei wegen (e* e*) = 0 fûr- -i =|= h bzw. ■= 1 ftlr tni güt 


A fok_ 
8x l 


’-e* 


8e* 
dx l ' 


. • dH 

■) Fûr ist H =mT — U*= T+W die Energie und -jf** 0. 
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wobei die letzte Gleichung folgt aus 


2 T=p i v i i 


i/ 1 — u* 


dx< = 8T i 8(T-U-u*pà 

dt d pi a T dpi 9 r ’ 


Die Grôfîen ut und p i (nicht p i = m ~—J heiûen generalisiette Lagen- 
und Impulskoordinaten. Meist findet man statt d 1 die Schreibweise a.. 

i * 

Setzt man S — f L it (Wirkungsfunktion), wo das Intégral lângs 

einer Bahn erstreckt und S aïs eine Funktion der d 1 , der Zeit t und 
von Konstanten betrachtet sei, so wird: 


also: 


ferner 


also: 

( 6 ) 


iS =J(j7 âx, +W dil ) it + ^ il 


dS 

dA 


Pi’ 


3T= i “W+77#=W+^-« < ) 

= £ + 2T-fiy~ l 4 + H + L, 


+ S (t, d 1 , -~j -b» 0 (Hamilton-facobiache Gleichung). 


Es sei aus dieser Diff er entialgleichung 5 bestimmt als Funktion 
von t, si 1 und Integrationskonstanten « v unter denen sich, falls H von t 

d S 

unabhangig ist, die Bnergiekonstante h=> — — befindet Setzt man 

O A 

A = S h(t — i 0 ) und yy- = wo die fl t neue Konstanten sein sollen. 

und nimmt man diese so, daB die Anfangsbedingungen erfüllt sind, 
so liefert die letzte Gleichung diè Bahnkurve in der Form: 

~ j ’ * • ■) * 

Madelnng, Màth. Hfl&mittel. a.-AufL 13 
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. Mechanik des einzelnen Massenpunktes: 


Ist 


so ist 


Zentralkraft 

1 1| r also [! r] = 0 ( Zentralkraft), i 

[ t «= o ( Flâchensaiz ) . 


Der SpeziaifaU der Planetenbewegung lâfit sich vektoriell fblgender- 
mafien behandeln : 

ï = — C ^ (Newtonsches Attraktionsgesetz). 

Aus dem Flachensatz folgt: ; 

[t t] = ï (ï ein konstanter Vektor). 

Wir finden weiter: 

d. h. Bewegung in einer Ebene. 

[ïl] — [i[c t]] = — £ [* [t i]] 

= -*«*) = - yc&Tj-i’') 

- c 4î{t)=4-,w- 

Also: 

[r l] = C ~ — j-a. 

tt spielt die Rolle einer Integrationskonstanten. Es ist: 

(«O-o 

(t[iI]) = Cr+.(at)-(![ti]) = i», 

also: 


r — 


h » 


' C + acos(a,r) ’ 

Das ist die Gleicbung eines Kegelschnittes. Der Vektor a gibt uns die 
Richtung der grofien Achse, er weist vom Brennpunkt zum PeriheL 
Für den Gescbwindigkeitsvektor ergibt sich folgende intéressante 
DarsteHung:. . . . . 


also: 


P P 0] = i'** - <(i 0 = i ** - [J t] y + [I a] , 


- ;_M_u ° [f*]' 

' I— ft B T ITT - - 


Die Geschwindigkeit lüBt sich also in jedem Punkte der Bahi 
zusammensetzen aus zwei- ihrem Betrage nâch konstanten Vektoren 
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der eine steht inamer senkrecht zur groûen Achsé, der aadere senkrecht 
zum Radiusvektor. - 

Bezüglich einer koordinatemnâfiigen Verfolgung der Planeten- 
bewegung vgl S. 97- 


Zwangskrâfte. 

Wirken auf einen Massenpunkt Zwangskrâfte j a (Komponenten z a î), 
d. h. ist seine Bewegung durch Bedingungsgleiqhungen f a (x 1 , x*, «*) = 0 
beschrânkt 1 ), so gilt: 

(7) wB = ï + Uia- ] 

a 

Die Arbeit der Zwangskrâfte verschwindet. ^Sifsadt) = 0, d. h, fa steht 

■ - a ■ 

senkrecht auf der Flâche faix 1 , * 3 , x 8 ) = 0 , ;also 

Die Bewegungsgleichung lautet daher: 

(8) (k { — *»&*) + 2 h —, {x 1 , x 8 , x 8 ) — 0 (3 Gleichungen) , 

a d* 

und ■ 

f a (je 1 , x*, 0 (a Gleichungen). 

Die Xà sind hieraus' zu éliminieren. 


C. Système von Massenpunkten. 

L Allgemeines. 

Das System bestehe aus N Massenpunkten. 

Die Massen m a seien Krâften ï a unterworfen. Aufierdem môgen 
sie aufeinander Zentralkrafte ausüben. 

Dann gilt für jeden Massenpunkt; 

(1) **¥&■ 

fi ' . 

Hierbei ist 

— —l a fi (actio-reactio) . 

Die Arbeit der Krâfte wird 

’ dA ^JBitadrxJ + U^Jitfiadïa) ’ 

(2) à “ fi 

:^IJ(Udta).+ l2]IJfoa{dv a -dr fi )). 

1 . a a .fi 

• ( ' 

*) Bedingungsgleichungen, die in der Form #®) = 0 gegepe n 

sind, heifien holonom. Sind sie dnrch eine nicht integrablé totale Differential- 
gleichtmg Z d * 1 + AT d # d ** ==» 0 gegeben, so heifien sie nicht holonom. 

13* 
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Sind die Krâfte ï a .bzw. lafi teilweise Zwangskrâfte, d. h. durch 
Bedingungsgleichungen ersetzbar, so verschwindet ihr Anteil in dA . 
Die Bedingungsgleichungen für die fap haben die Form: 

fixa 1 , Xa, Xa, Xp 1 , Xfi* , Xp 9 ) = O f 

• \ia fi » & {ta ï/î)] == O » 

= 1 im affinen Koordinatensystem^ , 

(3) hafidx a ] = \iafidtp]. 


2. Formale Zurückführung auf die Dynamik eines 
Massenpunktes. 

Die Dynamik eineè Systems von N Massenpnnkten im 3-dimen- 
sionalen Raum kann formai auf die eines einzelnen im 3 N-dimen- 
sionalen zurückgefïïhrt werden. 

Die Lagrange schen Gleichungèn lassen sich dann schreiben: 


(O 


j /ar\ ar _ ag 

dt \g, ;V dx* dx** 


wo T=2JT n , 

n 


U = 2U n . 


Dabei ist es durchaus nicht notwendig, daB die xt bzw. p- für 
aile Mass en auf das gleiche Koordinatensystem bezogen werden. Man 
kann z. B. so vorgehen, daB man zunachst einen Massenpunkt aus- 
zeichnet und auf ein festes oder bewegtes System bezieht, sodann den 
zweiten . auf ein solches, welches relativ zum ersten ruht, den dritten 
auf eines, in dem die beiden ersten ruhen, also auf ein flieBendes usw. 
Für aile Massenpunkte gelten dann unverandert die Lagrangeschen. oder 
Hamütonschen Gleichungen. 

Ebenso wie die 3 auf einen Massenpunkt sich beziehenden 
Lagrange schen Gleichungen in ihrer Form ungeàndert bleiben, wertn 
man zu andem Koordinaten übergeht, so bleibt das System der 3 n 
Gleichungen in seiner Form erhalten, wenn wir an Stelle der X 1 neue 
einführen, die beliebige voneinander unabhangige Funktionen der 
x i sind: 

x <f = £(**, x 9 , . . . x ®*), 

Die 3 n x*' sind dann als Parameter des gesamten Systems auf- 
zufassen. 

Bestehen zwischen den x * a unabhangige Bedingungsgleichungen, 
so kann man a Koordinaten elimihieren, Es empfiehlt sich dann durch 
eine Transformation zu neuen Koordinaten x^ i überzugehen, derart, dafl 
die a Bedingungsgleichungen durch a Gleichimgen der Form x rt <= const 
ersetzt werden. 



Grandlagen der statistischen Mechanlk. 


197 


Die Zahl Z = 3 N — a, d. h. die Zahl der zur Beschreibung der 
Anordnung aller Teile erforderlichen Variabeln heifit die „Zahl der 
Freiheitsgrade “ des Systems. Für ein System von 3 und mehr starr 
verbundenen Massenpunkten ist Z = 6 . 


3. Grundlagen der statistischen Mechanik. 

Die 6 iV-Grôfien xf und p { definieren den Zustand aus den N 
Funkten bestehenden Systems eindeutig. Benutzt man diese Grofien 
als Cartesische Koordinaten, so v eranschauüchen sie den Lage- und 
Bewegungszustand des Systems durch einen Punkt in einem 6N-di- 
mensionalen Raum ( Phasenraum ). 

Die zeitliche Ànderung dieses Zustandes wird durch eine Kurve 
dargestellt Für diese gilt : 


dx i _ dH _ . dpt_ d H 

dt ~ dpi ’ dt = Jj’ 


wo H = T — U eine skalare Funktion von und ist Diese Rurve 
geht durch jeden Punkt des Raümes in einer bestimmten Richtung^ 
kann sich also nicht selbst schneiden. 

In der statistischen Mechanik betrachtet man eine grofie Zabi 
solcher Système, die durch die gleiche Funktion H bestimmt werden. 
Jedes System wird dann durch einen Punkt im Phasenraum dargestellt, 
deren Gesamtheit sich über den Phasenraum verteilt 

FaBt man eine Anzahl derselben ins Auge, die ein gewisses Vo- 
lumen des Phasenraumes erfullen, so erfüllen sie nach einiger Zeit 
ein yolùmen derselben GrôBe ( Liouvittescher Satz). Man kann dann 
die Fhasenpunkte als ein strômendes Kontinuum auffassen, für welches 
div b == 0 ist Ist die Verteilungsdichte q der Fhasenpunkte derartig, 
dafi die Strômungsrichtung überall senkrecht auf dem Gradienten der 

Funktion H steht so wird ^ = 0, d. h- q ist dann nur eine Funktion 


von H fa q). Man spricht dann von statistischem GîeichgewieM . 

Für ein abgeschlossenes System - ist die Kurve im Phasenraum 
durch die Energiegleichung E = const auf einè Hyperflàche beschrânkt. 
Zu der raumlichen Dichte q — const auf dieser Flâche gehôrt die „Flàchen- 


dichte" 

( 2 ) 


const 



Die „Ergodenhypothes6“ behauptet, daû der Phasenpunkt durch ' 
jeden Punkt dieser Hyperflàche hindurchgeht oder ihm wenigstens 
beliebig nahekommt Gilt diese Hypothèse, so vedangt der LiouviUeschè 
Satz, da 6 die Phasenpunkte, in langen Zeitrâumen iïn Durchschnitt sich 
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in gleichgrofien Flâchenteilen proportional den Zëiten Const • a aufhalten. 
Die exakte Gültigkeit der Ergodenhypothese ist zweifelhaft. 

Für ein nicht abgeschlossenes System fallt die Beschra nk u n g auf 
die Hyperflache E = const fort. Nach Gibbs ist dann q = f(E) spe- 
g-j 

zieJl gleich q = Ne kT , wo N die Zahl der betrachteten Système, 
T die gemeinsame Temperatur, k die Boltzinunnscht Konstante imd 
F die freie Energie bedeutet (vgl S. 248 S.). 

Es ist J g -dco = N, wo dco ein Differential des Phasenraumes 
ist, also 

F ; B 3 

e ** = J g n dco; F=~ kTlnj e * T dm = — kT \nZ. 

B_ 

Das Intégral Z = j e~ iT dco heiût „Zustandsintegral“. 

Zerlegt rnan den Phasenraum in einzelne Schichten zwischen E 
und E -f* dE vom Volumen dco — V(E)dE } so wird: 


(3) - Z = Je-**V{E)iE = SjiE. 

Der Integrand hat ein stark hervortretendes Maximum für einen 
Wert E — E q . Hier ist 


dhx Jo^n mnJo - 

TF“’ U, dE* - 


h> 0. 


Da das .Intégral J JdE nur in der Umgebung des Maximums 
einen nennenswerten Beitrag liefert, kann man h konstant setzen, und 
es wird dater mit groBer Annâherung: 

(4) ■ r-E 0 -ir(tor 0 +iiT/^). . 

t ' 

lu ^ ann man veraacblassigen gegen In V 0 . Daraus folgt 

(5) ' jfeln7 0 = ^=l^ = 5 0 = Entropie. ■ 


Da V 0 die statistische Wahrscheinlichkeit für den Zustand des 
Systems angibt (vgL S. 269), welches bei der Temperatur Tdie Energie E 0 
hat, ist S = k In V Q die Boîtzvuznnsche Beziehung zwischen Entropie 
und Wahrscheinlichkeit. 


4. Gleichgewichtslagen und Schwingungen. 

dU 

Sind für ein bestimmtes Wertesystem x* aile == 0, so besteht 

Gleichgewiçht . ùnd man kann JJ in- àpr Nachbarschaft dieser Stelle 
darptellen in der Form: 
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tt rr | PU 

(1) ïw. . 


i4 i 

d. h. U — U 0 = x i & -£= (unter Fortlassung der JSJ-Zeichen), wenn man 
neuen Nullpunkt wàhlt T) ann gilt (in Cartesischen Koordi- 

fty\ 8 U 

(2) . . "<7?- Ï7"^4' 

Sétzt man hierin 

■ ■ ! 1 ' o it 

so wird 


%o 


als 
naten): 




d. h. man erhalt ein System von 3 N homogenen linearen Gleichungen 
(vgl. S. 3). 

Durch Nullsetzèn der . Déterminante erhalt man eine Gleichung 
3lV-ten Grades, fur co\ ,. , . ■ ■ 

Transformiert man die x* wie in S. 5 in die neuen Koordinaten x*, 
so heiBen diese „N ormalkoor dinaten“. 

Stabil ist der durch x* == X Q * gegebehe Gleichgewichtszustand bzW, 

’ .... 

der durch xf = 0* e^ 1 gegebene Schwingungszustànd nür, wenn die 
Gleichung für co* nur negativ reelle Wurzéln bat 


D. Starrer Kôrper. 

Ein Massénpuhktsÿstëm bestehend aus stârr -miteinander (durch 
Zwangskrafte) verbundene Massen m a heifit ein : starrer Kôrper 

Die Geôchwindigkeiten b a sçiner Punkte sûjd ■■ daiui.- djirch zwei 
freie Vektoren 1 ) n 0 und u darstellbar: 

(1) ' + [»*«] u it = — u t{ ). 

ta ist der Ortsvéktor von einem mit dem Kôrper starr verbundenen 
Nullpunkt aus. " ".V 

b 0 ist die Geschwindigkeit;des Punktes 1 = 0 . 
u ist dïe Dréhgeschtfindigkeit um die durch r = 0 gehende 
Achse || u.. 

- ’> # 

l ) Es .sollen nur affina (d. h, gradlinig ft^ui distante) Koordinaten in Frage 
kommén, da nur in 1 solchen die Kcrtnponentén’ der freîen Vektoren y dm Ort 
■ unabhShgîg-eind, ■ ' ■■ ■ ■ ■' . 
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Verschiebt man das Bezugssystem im Kôrper um die Strecke a 
(t' = t — a), so wird b = b 0 + [u et] -+• [«» t — a] == b 0 ' + [tt t*], d. h. 
die Drehgeschwmdigkeit u ist unabhàngig von der WaM des Bezugs- 
systems. 

Wàhlt man speziell ci = ~r^» s0 ^ird 


ti 0 ' __ “&L5Î , d. b. b fl 


u. 


Die Bewegung ist also als reine Schraübung darstellbar. Die Achse 
durch den neuen NuUpunkt (t' = 0) heiût instantané Drehachse. 
Weitere wicbtige Vektoren sind: 

(2) P = 2S m a ba der Gesamtimpuls p* — Jgtn v* 

a 

( 3 ) q = 2Jm a [r« b a ] der gesamte Drehimpuls 22 m (x 1 ü* — t><) 

Die kinetische . Energie T= 22™ v* ist dann darstellbar durch: 


(4) ^T=-{ù 0 p) + (uq) = (p i p i + n**q t ^. 

Schwerpunkt heifit der Punkt, fiir den als Nullpunkt (r «= 0) 
2Jn%x — 0 wird. 

( 5 ) M = 2J m a heifit Gesamtmasse, 

a 

rurl* 

( 6 ) J u ~ 22 m — r heifit das Tràgheitsmoment bezogen auf die 


Drehachse u durch r 
Es ist dann: 

(7) 


0 . 


Mv* . /„*■ 


Die Krafte auf starre Kôrper sind (in ihrer Wirkung) darzustellen 
durch zwei Vektoren: 


( 8 ) 1 . die Gesamtkraft ï = 22 la 

a 

( 9 ) 2 . das Drehmoment I = ^[r a ï«] 


k = JF}# 

**= 22{*t&-xn i ) 


( 10 ) 


Die Bewegungsgleicbungen lauten dann: 
ï, 


H 

dt 


dt R • 


|=ï-Mi 


= i a -v 0 ‘p l + v*p*. 


Wir wâhlen im weiteren den Schwerpunkt züm Nullpunkt unseres 
Systems, so . dafi *= 0 ist Dann vereinfachen sich die Qeichungën, 
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wegen [t) 0 £] = O zu der Form: 


(«*) 




Der krfiftefreie Kreisel. 

Fehlen aile âufieren Kràfte, bzw. heben diese sich vollstandig auf, 
wie z. B. die Gravitationskrâfte bei einer Unterstützung des Kôrpers im 
Schwerpunkt, so vereinfachen sich die Beziehungen wesentlich. Es gilt 
speziell : 

(«) S-°; 

Die Relation (3): 

q = jn[r [ut]] 

làût sich durch einen symmetrischen Tensor 5£ darstellen: 

(13) q = Su. 

ÎE ist natürlich, ebenso wie u, zeitabhângig. Der Energiesatz fordert: 

(14) (uq) = (uXit) = const= C x , 
andererseits fordert (12): 

(15) q a = (3rus:u)«(ua:»tt) = c,. 

Wir führen nunmehr durch den orthogonalen Tensor 0 ein neues 
Bezugssystem ein durch: 

t = Dr 

und lassen D derartig von der Zeit abhângen, daô 


( 16 ) 


dx 

dt 


0 


wird. (Transformation auf ein kôrperf estes Bezugssystem .) In dieseœ 
lautet (13): 

q = ïü, 

wo •n nnmp.hr da es nur von den Mass en und den ï abhângt, zeit- 
unabhângig wird. Das Tensorellipsoid (rXï) = 1 heiBt das Trâgheits- 
eUipsoicL des Kôrpers. 

Die transformierten Gleichungen (14) und (15): 

(üEü) = C t 

und 

(ûSC*5) = C 9 ; 

liefem folgende anschauliche Darstellung für die zeitliche Ânderung 
von ü: 

Deuten wir ü als Ortsyektor einer Bahnkurve, so ergibt sich diese als 
Schnittkurve der beiden Tensorellipsoide von ç- und 




(Polhodiekurve). 
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Aus 

|î = Dg + D'ï=[ut] = D[ûr] 
folgt wegen (-16) für einen beliebigen Vektor n: 

^ = 0 (§ + [î5]) (vgLS. 1 67> 

also wegen (12): 

(17) + [üq] = 0 (Euîersche Gleichung) 

(bzw. = I bei Vorhandensein eines âufieren Drehmomentes (11)).. 

Aus (14) folgt fèmer, daB der Vektor u als Ortsvektor gedeutet 
imm er auf eine feste Ebene senkrecht zu q hinweist Diese Ebene ist 

g* 

zugleich Tangentialebene an dasEUipsoid d. b. das Trâgheitsellipsoid 

Gi 

rollt bei festem Zentnun auf einer festen Ebene. Die Bahn des Be- 
rührungspunktes defini ert nach GrôBe und Richtung die Zeitabhângig- 
keit dés Vektors u („HcrpolhocUekurve c! ). 

Der symmetrische Kreisel. 

Im Falle einer Rotationssymmetrie des Kôipers ist die Benutzung 
eines Tensors unnôtîg. Hier genügt an Stelle von (13) der Ansatz: 

(*) q = « u -f £f(uf), . 

wo f, ein Einheitsvektor in Richtung der Figurenachse ist und a und § 
zwei Konstanten sind,- die die Massenverteilung bzw. die Haupttrâgheits- 
momente berücksichtigen. Nehmen wir an, daB aile auBeren Krafte 
zusammengefaût werden kônnen in eine Kraft ï, die in einexn Punkt 
der Figurenachse im Abstand 1 vom Drehpunkt angreift, so gelten 
foigehtde Gleichungen: 

( 2 ) (f* = 4)- 

Diese Gleichungen geniigen zur Berechnung der unbekannten Vektoren u 
und f bei gegebènen Anfiangsbedingungen und gegebenem l. 

Ist I konstant und gehén wir aus von einem Zustand, wo ï; f 
und u und daher auch q konplanar sind, und besteht die Relation 

(3) ï = rq + a i 9 f, 

wo x ein beliebiger Faktor ist, so folgt, daB das System dieser Vek- 
toreii in sich unverândert mit der Geschwindigkeit co =* — um I rotiert 

. v- . . ' , ■ . ut 

(„Regulàre Prâzession".) 

Für die allgemeine. Lôsùng der Gleichungen geht man üblicher* 
weise in ein geeignetes Koordinaten System über. Die weitere Rechnung 
führt daim auf eliiptische Funktionen. 
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Beschrànkt man sich auf die Untersuchung solcher Bewegungen, 
die der regulâren Prazession nahe benachbart sind, so kann man wie 
folgt verfahren: 

Man transformiere zunâchst auf ein mit der Geschwindigkeit co 
um l rotierendes. Bezugssystem. In diesem sind die bei der regulâren 
Prazession gefundenen f, u und q konstant = f 0 , Uq und q 0 . Eine be- 
nachbarte Bewegungsform wird dam gegeben dur ch: 

f =f 0 -h » u = u 0 + <5u, q = q 0 + <5q» 

wo wir die <5f , du und dq als so kleine Grôfien auffassen, dafi ihre 
Produkte vemachlâssigt werden kônnen. Zu ihrer Bestimmung findet 
man dann leicht die Gleichungen: 

(4) ' =^[fo(<>f +7 >’■')] - ■ 

(5) ' + 

Diese linearen Gleichungen sind leicht zu lôseh, àuch inVektor- 
form (vgL S. 470). Die Bewegung ergibt sich wieder als Prâzessions- 
bewegung z. B. von f um f 0 , die sich der regulâren Prazession über- 
lagert. Sie wird als „NutaHon“ bezeichnet - 

B. Mechanik der Kontinua. 

1. Kinematik. 

Diè Masseri seien kontinüierlich verteilt Ihre Geschwindigkeiten 
werden daher durch ein en Feldvektor b besdmmt. 

,Die Massandichte ist ein Skalar g, so dafi y* g dv = M die im 

Volumen V enthaltene Massé darstellt. 

Es ist div (ç b) = 0 (. Kontinuitâtsgleichung ). 

o 

Hier bedeutet — die Anderung des Argumentes an einer festen 
ot 

Stelle des Raumes mit der Zeit Sucht man die betreffende. Anderung 
in einem mit der Geschwindigkeit b bewegten Punkt, so verwenden 

wir das Symbol 

Es ist fur einen Skalar ai =>^. + (° 

» .» Véktor 0 : — ^ + (bgrad)a., 

also + q div b = 0. 

Fur inkompressibîc Substanzen ist -^*=0 ^nicht ^ qnd div b = 0. 
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Die Verschiebungen <3f der Punkte eines Kontinuums sind in 
der Umgebung eines Punktes r 0 als lineare Funktionen des Ortes 
<3 r = t — r 0 und eventuell der Zeit zu betrachten. 

Wir zerlegen df in drei Teile: df = df 0 + |[drrotdf] + @(dr) 
mit den Komponenten (in kovarianter Schreibweise): 


(1) 

ôs* = ôs c * 4- ôx^Rj 4- Ô^Sj*. 

wobei 


(2) 

7? — 1 ( ds * _ ds *\ 

2 \dx* dx,J 

und 


(3) 



d f 0 ist die Verschiebung des Punktes r 0 . 

^[dtrotdf] ist eine starre Rotation. 

@(dr) heiBt die Deformation. © ist ein symmetrischer Tensor 
(Deformationstensor). 

@(dr) lâfit sich weiter zerlegen in 

(4) + 

so dafi div (©' (d )) » Q ist, 
oder in kovarianten Komponenten: 

(40 = + also |S'|-0. >) 

Der erste Teil entspricht einer bomogenen Dilatation. 

Der zweite Teil entspricht einer Scherung, d. h. F ormânderung 
bei konstantem Volumen. 

In analoger Weise laBt sich das Geschwindigkeitsfeld n « in 
der Umgebung des Punktes r 0 darsteflen: 

(5) JJ + 

und 

(6) 8(ii) = a t î|î + S8'( ( ) t ). 

2. Krâfte. 

Die in einem Kontinuum wirkenden Krâfte lassen sich. einteilen 
in femwirkende und nahwirkepde. 

Erstere werden dargestellt durch Feldvektoren f f Vobmenkrâfte ), 
letztere durch Flachenvektoren p (Oberflâchenkrâfte). 

Die Volumenkrâfte (Gravitation u. dgL) wirken auf aile Eiemente 
eines Raumes. 

*) j 5 1 bedeutet 2 Sj , identisch mit JS] der symbolischenVektorschreib weise. 
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Die Oberflâchenkrâfte (Oberflachendrucke, àuBere Reibung, Atom- 
kràfte u. dgh) wirken nür auf die Elemente von (wirldichen bzw. ge- 
dachten) Flâchen. 

An freien Oberflâchen sind die p als gegeben zu betrachten. Legt 
man eine (gedachte) Scbnittflâche durch ein Kontinuum, so lassen sich 
die inneren nahewirkenden (Atom-)Kràfte ersetzen durch Oberflâchen- 
krâfte p in der Schnittflâche. Die Grôfie der p ist dabei im allgemeinen 
abhângig von der Orientierung der Schnittflâche. Diese Abhàngigkeit 
wird dargestellt durch: 

( 1 ) >-*(»). 

wo n der Einheitsnormalvektor zur Flâche ist 

heifit der Spannungstensor. Er ist symmetrisch. 

5Ji(tt) lâfit sich zerlegen in 

( 2 ) *(«) tt-p + Vto, p ti -lQ eill +pi „ . 

wo | JP'I = 0 , 

so daû div sp* (r) = O ist 

p heiBt Druck ( = ~ . 

Die Gesamtkraft auf ein Volumen V ist . 

(3) * = Sliv + fpif. 

Das Drehmoment ist 

(4) 8 = f dv [fr] + J* df[pt ] . 

Die Kraft, die durch die auf die Oberflâche der Volumen elemente 
wirkenden Oberflâchenkrâfte ausgeübt wird, ist durch einen Feld- 
vektor f zu ersetzen: 

f = div «JJ. 

Die bei einer Verschiebùng df gegen die Krâfte f und p geleistete 
Arbeit SA ist, faJIs hierbei f und p constant sind: 

<M=/i 0 ((f+r)3f) 

mit 

fdffrin. 

Ist f und p proportional df, so tritt der Faktor | zur rechten Seite. 
8. Elastizitâtstheorie. 

In elastischen Kôrpern sind nach dem Hookeschen Gesetz die in* 
folge der Verschiebung auftretenden Spannungen lineare Funktionen 
der Deformation, d. h. die 6 Komponenten von *p sind lineare Funk* 
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tionen der 6 Komponenten von g. Hiemach wâren 36 Konstanten 
zur Darstellung dieser Abhangigkeit erforderlich: 

(1) p rt =«<rs ïm . 

Die Deformationsarbeit à A wird dann: 

Sehen wir von dem Oberflâchenintegral ab, so ist bei Annahme 
konservativer Krâfte: 

(3) = = 

die in der Volumeneinheit enthaltene potentielle Energie, cL h. die 
Eneigiedichte. co ist eine homogène Funktion 2. Grades der Defor- 
mation bzw. der Spannungskomponenten. 

Aus der Gleichung folgt: 


P» 



Für diese Abhangigkeit sind dann nur 21 Konstanten zur Verfügung, 
indem jetzt: 


lm Im _ ml 

Oit = a H = a ti = <Hb 


wird. 

Für isotrope Medien vereinfacht sich die Abhangigkeit. Hier müsseh 
aus Symmetriegründen die Hauptachsenrichtungen der Tensoren ÇjJ 
und g zusammenfallen. Man siéht leicht, daû der allgemeinste Ansatz 
fur die lineare Abhangigkeit beider dann lautet: 


(4) 


div(àf) 


— a -p; 


5 < < = aP/; 


Sit-fiPÙ- 


Die anschaulich physikalische Bedeutung der Konstanten a und § 
folgt aus Anwendungen auf spezielle Problème. Es ist 


(5) 


i — 2 fi 

~ ë T 


■^= sfl n + 2 ‘ l i*> 




wo E der Elastizitatskoeffîzient, 

p der Querkontraktionskoeffizient, 
x die Kompressibilitat ist 

a n und sind die Koefâzienten und oJ|, die für isotrope 
Stoffe allein maûgebend sind. 

Xn kovarianter Form ist: 

■ !s|=«|p|, (|s|— 
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s ( » = ||5|ft, + S/,-i I ^|P|* t . + /»P n> - 

Es folgt daher: 

( 6 ) + 

( 6 0 •*<* == (i a / a)‘l’ S l *** • 

Fût die Energiedichte folgt: 

2 o) = s th p“= | (s*) + {(i - 1) | s p>j ( ( s>)-s (t s“) 

7) =/8(P*) + — |*T- ■ 


a) Statische Elastizitâtsprobleme. 

1. Gegeben seien die S f, gesucht werden die f und p. 

Es ist f = div Sp 7 — grad p = div & — ^ grad div <3 f 

p = <p( n ) = ~ div <3 f + j ©' (n). 

2. Gegeben seien die p und f, gesucht werden die df. 

7 (~ + j) ’ ■ * * 0 = - üy f » 

~ â (rot d f) = — rot f , 

Diese Gleichungen sind zu lôsen mit den Randb edingungen, dafi 
an der Oberflâche 

* 7 ^ + 7 ©'(n)-f "ird. 


. Bei gegebenen Deformationen findet man also die Krafte dur ch 
Différentiation. Bei gegebenen Kraften ist aber die Deformation nur 
durch das viel schwierigere Problem der Lôskng einer Différé ntial- 
gleichung zu ermitteln. Für die einfachsten Falle genügt es, nach der 
Differentiationsmethode eine grôBere Anzahl von speziellen Lôsungen 
aufzustellen und ünter diesen die gewünschte Lôsung herauszusuchen. 


l ) Es, ist meist üblich von dieser Gleichnng ausmgehen, weü (S*) und |S| 9 
die beiden' einzigen unabhangigen quadratischen Invarianten der Verschiebung 


sind. Setjrt man 2oa=i.<4(.S^ + B|5| > f so ist 
— 1 (1 Jj\ ■Eft 

~ 3 \« p) = + fi). =flu ‘ 


A 7‘ 


*+A* 


a n~ a i» 


und 


B 
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Mechanik der Kontinua. 


Besonders wichtig sind dabei die Fâlle, wo die Volumenkrâfte f ver- 
schwinden, da in der Regel nur Oberflachenkrafte in Frage kommen. 
In diesem Falle kann man sich der Airyschen Spann ungs funk U o tien 
bedienen, indem man ansetzt: 

p p = -JlL P =_ & W 

v* dyds’ dzdx’ *v dxdy’ 

P — p — PV i 8* w p __ d J V ■ PU 

■»* dy* ‘ d jP * y y ' dis** “•* dx 9 ' dy 9 ’ 

vro U, F, W Funktionen von x, y, z sind, welche das Problem charak- 
terisieren. Aus diesen Pn findet man nach Formel (6) die Su,- 
Andererseits aus p «= (n) die Oberflachenkrafte und div 5J5 = f = 0. 

Ein anderes System von Spannungsfunktionen liefert der Ansatz: 



b) Bewegungsgleichungen in isotropen elastischen Kôrpern. 
e|j = f + div!p 

e ■ J? Q o = f + A ( 4 f) + T (ï + j) S™ 1 di,r 4 f 

= f + T (ï-+ j) grad ÆT ( 4 f) ~ 57 ’ r °trot(< 5 f). 
Zerlegt man < 3 f in dfj und <§f 9 , so daû 
div < 5 f a = 0 ; rot ô f a = 0, also <3 f, = — grad 99 und sei f «= 0, 
so wird: 

Ç*^r(<5fa) == ^ 5 *^ (^fj ( Transversal- oder Scherungswelle) 

und 

+ (Longitudinal- oder Verdichtungswelle). 

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten sind 

für die transversale Welle = l/— 1— — ] / E 

r *Pq r 29(1 +/*) 

fiir die longitudinale Welle = l/jL fl -L A") _ ]/ E 0 

f 3 e T P J y q (i -s/0(*+p) * 
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4. Übergang zur Hydrodynamik. 

In nicht vollkommen elastischen Kôrpern verschwinden bei kon- 
stanter Deformation die Spannungen sp' mit der Zeit. Dies führt auf 


folgenden môglichst einfachen Ansatz: 


3^ t a& î 

at p ' dt t * ‘ 

Ist 

d& ' 


dt 

so wird dann 

# 

(2) 

- , . a 

b 

e x (t = Relaxationszeii). 


a 

Schreiben wir — <5f = b und stellen b (ebenso wie <3f) dar dur ch 


und 


so wird 


b <= b 0 + |[dr*rotb] + 8S(dr) 
div b 


SJ(dr) == <5r 






8Ç' 

St 




Für langsam veranderliches SS' bzw. kleines t, d. h. Flüssigkeiten, er- 
halten wir damit: 

(3) *-J#- 

sp' wird also jetzt durch die Geschwindigkeitsverteilung bestimmt Die 
Beziehung | @ | = a | *p| bleibt erf ahrungsgem aB bestehen. 

Die Bewegungsgleichungen werden dann 1 ):. 

e ir - f + diT ' * = f + ^ (*■ ^ + j »') 

= f — grad ÿ + ^ (à tj + y grad div b) . 

X — beiût Reibungskoeffizient. 

Wir erbalten somit 


(4) 


db 

*dt 


f — grad p + XA b + ~ grad div b 


als Bewegungsgleichung einer Flüssigkeit mit innerer Reibung. 


5. Hydrodynamik. 

Für reibungsfreie Flüssigkeiten wird jl = 0. Die Bewegungs* 
gleichimgen lauten daher: 


;*) ® bedeutet Eiaheitsténsor (vgL S. 164). 
Uadninng, Math. Hflfamittal. s. Anfl. 


H 
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Mechanik der Kontinua. 


(1) e-^ = f-grad^. 
oder 

(i0 £=I-gr*iP : 

wo 

■'-J? 

gesetzt werden kann, wenn q eine eindeutige Funktion vpn p ist, bzw. 
wegen : 

lf = ^ - (‘ lgrad ) t ’ = ^ _ TS radl,, + [ |,rot “J 

(2) If-j-gTad^ + P) +[»«*»] 

Eulersche Bewegungsglcichungen . 
Ist = 0 ( stationâre Strômmg ) und rot d = 0 (wirbelfreie oder Po- 
tentialstrômung), so wird 

(3) i-grad(^+p) = 0, 

bzw. bei konstantem q 

(30 f-grad(p^ + £) = 0. 

+ heibt hydrodynamischer Druck. 

Hat f ein Potential, d. h. f = grad <p, so wird 

(4) 8=5 r°t [ b rot d] 
und daher • 

(40 . ^-/if r °t n d = -^#ddS = 0 

(vjgL i 43 )j d. h. das Wirbelmoment einer mit der Flüssigkeit mitbewegten 
Flacbe bleibt konstant (HdmhoUx). 

Ist rot b = 0, so ist d daxstellbax als d = grad (Geschwindig*. 
keitspotential). Es gilt dann 

(5) — ÇJ + P+ ~grad*îP = const 

.. Fur inkompressible Flüssigkeit q = const, T=p ergibt die Kon* 
tinuitatsgleichung div d = 0, also A 0 mm 0 . 

Die meisten Problème der Hydrodynamik laufen auf die Lôsung 
dieser Difîerentialgleichung mit Berücksichtigung der dur ch die Be* 

grenzung der Strômung gegebenen Randbedingungen: — =* 0, bzw, 

dit 
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= V n heraus, wo V n die Normalkomponente der Geschwindigkeiten 
der Begrenzung ist. 

Bei strengerer Annaherung an die Wirklichkeit ist die Fliissigkeit 
aïs an die Begrenzung haftend zu betrachten. Danii ist aber im all- 
gemeinen die Bedingung rot & = 0 nicht zu erfüllen. 

Literatur. 

Lehrbtlcher der analytischen Mechanik, bzw. der theoretischen Physik, 8. a. 
Enzyklop&die der math. Wiss. (Leipzig: B. G. Teubner), Bd. IV : Mechanik, femer 
Rouih : Dynamik der Système starrer KBrper (Leipzig: B. G. Teubner), Love- 
Titnpe : Lehrbuch oer Elastizitat (Leipzig: B. G. Teubner), Lamb: Lehrbuch der 
Hydrodynamik (Leipzig: B. G. Teubner). 



Zwôlfter Abschnitt. 

Elektrizitâtslehre. 

1. Elektrostatik. 

Von einer ruhenden Ladung e 1 am Ort r x wird auf eine zweite a, 
am Ortt,, eine Kraft ausgeübt, wobei t = ^ — r a sei. 



wenn der ganze Raum mit einem homogenen isotropen Medium (Di- 
elektrikum) erfiillt ist. s heiût DielcktrizitàtskonstanU des Médiums. 
Sie wird für das Vakuum <= 1 gesetzt — Wir kennen keinen Stoff 
mit s^l. 1 ) 

Die Ladungen werden durcb die Krâfte gemessen. (Das ist 
immer môglich, sobald drei Ladungen und die Krâfte zwischen je 
zweien von ibnen gegeben sincL Dann bestimmen sich die Ladungen 
aus den drei für die Krâfte geltenden Gleichungen.) 

Ladungsdichis q heiût bei continuierlich verteilter Ladung der Aus- 

druck: wo e die im Volumen V enthaltene Ladung bedeutet 

VbO V 

Sie ist auch definiert durch J*gdt>=»s. 

(2) • = S 

heiût Feldstdrkâ im Punkte der Ladung 2. Sie ist unabhangig von der 
Grôûe (und überhaupt der Existenz) - von e 9 , also eine Funktion des 
Ortes. (£ büdet ein Feld. Daher làfit sich das elektrische Potendal <p 
defini eren durch r 

(3) ® = — gradç?. 

Es ist, halls « konstant ist, 

M 1 

und 

( 5 ) . 

l ) Im Xnnem von anisotropen Stoffen ist der Skalar t durch ein en Tensor 
zu ersetsen (vgl. S. 223). 
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Aus (2) folgt dann rot (g = 0. 

(6) ' © = c(g 

heiût dielektrische V crschiebung. Es ist 

(7) 4 n q = div ® = « div (g. 

® ist in isotropen Stoffen stets parallel zu (g. 

Polarisation heiût der Ausdruck 

( 8 ) = 

4 »' ' 4 » 

Die Vektorfelder der (g und S) lassen sich veranschaulichen dur ch 
den Geschwindigkeitsvektor b der Stromung einer inkompressiblen 
Flüssigkeit T>en Strômungslinien entspreclien die Kraftlinien (für (g), 
sowie die Induktionslinien (für S)). 

Als Zahl der durch einen Querschnitt q gehenden Kraftlinien 
bezeichnet man das Intégral f dq-E n über den Querschnitt, aucli 
Kraftflu/3 genannt Analog spricht man von Induktionsflufi. 

Induktionslinien endigen nur in den Ladungen, Kraftlinien endigen 
auûerdem im Raum, sobald die Dielektrizitâtskonstante sich ândert 
Man spricht dann von freien Ladungen: 

( 9 ) e'«~div(g; div<g = 1 ^ 0 -f -1 (ggrad-i-) — 4»$', <p 

An der Trennungsflàche zweier Stoffe verschiedener Dielektrizitâts- 
konstanten bleibt die Normalkomponente von © stetig, ebenso die 
Parallelkomponente von (g. 

Bildet im Stoff 1 die Richtung von © (bzw. (g) mit der Nor- 
malen den Wirikel und entsprechend im Stoff 2 den Winkel a*, 
so ist tg o x : tg «g = Sj : Bg (Brechungsgesetz der Kraftlinien). 

Die Flâchendichte co ist bei kontinuierlich auf einer Flâche ver- 
teilter Ladung defini ert durch co =» lim -|r oder durch 

/ c e 
F 

wo e gleich der auf der Flâche F befindlichen Ladung ist Das ergibt 
die Beziehung 

(10) 4 n a) «== — (D nl 4- D na ), 

wo ©j und © a die Verschiebungen auf den beiden Seiten der Flâche 
sind. Entsprechend heiût co', defini ert durch. 

(11) 4îtco'== ^7 (E nl + E n9 ), 

die Flâchendichte der freien Lâdung. 
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Die Energie eines Ladungssystems ist gleich 

( 12 ) U = ±-§dv<p-Q-)r~-j àf(pa>= = 

Leüer der Elektrizitat heiûen Kôrper, in denen im Gleichgewichts- 
zustand cp konstant ist Im Inneren von Leitem ist (S und q = 0. Sie 
kônnen nur eine Oberflâchenladung bésitzen. Ein Leiter verhâlt sich 
bei statischen Problemen wie ein Stoff unendlicb groBer Dielektrizitâts- 
konstante. 

Die elektrische Energie ist im Qeichgewichtszustand ein Minimum 
gegenüber der aller andem Ladungsverteilungen, die bei den gegebenen 
I^adnng en auf den Leitem môglich sindL 


2. Elektrokinetik. 

Jeder Ladungstransport heiBt elektrischer Strom. 

Stromstârke I heiflt die durch eine gegebene Flâche F in der 
Zeiteinheit transportierte Elektrizitâtsmenge. Stromdichte i ist definiert 
durch 

(1) Ji.if=I = £=fdvdirl. 


Man unterscheidet die Dichte des 

1. Leitungsstroms i = o® (o heiBt Leitfahigkeit). 

2. Konvektionsstroms ! ■= Qt>. 


3. Verschiebungsstroms ~ ^ 


Dies ist als Strom zu deuten, wegen 

— f if-- D { dvàiv—==~( dv-Q==—. 

4a J 1 dt " 4 aj v dt dtj uv * dt' 


AJs wahren Strom c bezeichnet man 

( 2 ) + + 

Es gilt immer div c = 0. 

Stationâre Strôme in Drâhten. Ist ein Leitungsstrom, fur den 

— = 0 ist, auf ein en Leiter von geringem Querschnitt q beschrânkt, 
dt 

so ist 1= J* i n df eine Konstante lângs des Drahtes. 
a 

Die Potentialdifferenz qj 1 — ç> 9 zwischen zwei Punkten des Drahtes 
ist dann proportional I. 

(3) /(®dS)=7? 1 - tp^WI. 

x 

W heiBt Widerstand. a 

x 
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W ist bel gegebenen Dimensionen und Leitfahigkeit unabhangig von I 
( Ohmsches Gesetz). 

Elektrischer Kreis. In einem geschlossenen Kreis ist (Si g = 0. 
Ist aber in einem Bereiche die Beziehung — — g — 0 durchbrochen 

O 

(Elément, elektrolytische Zelle usw.), so heiût J — Qèjdi elektromo - 
torische Kraft E und es gilt: 

(5) 


7-1, 

w 


3. Magnetostatik. 

Die Magnetostatik entspridit der Elektrostatik in folgenden Punkten: 
Der Ladung e entspricht die magnetiscbe Menge m. 

Der Dielektrizitatskonstante e entspricht die Permeabilitat fi. 
Der elektrischen Feldstarke g entspricht die magnetische Feld- 
starke Jg. 

Der Verschiebung ® entspricht die Induktion 85 (wobei 85 = yuig). 
Der Polarisation sj} entspricht die Magnetisierung 2R. 

Aile Formeln der Elektrostatik g eh en dannin die entsprechenden 
der Magnetostatik über. 

Abweichungen. Leiter des Magnetismus gibt es nicht, wohl aber 
verhalten sich Stoffe mit grofiem fi annâhemd wie Leiter. 

fi ist im Gegensatz zu a für viele (ferromagnetische) Stoffe keine 
Konstante, sondem sowohl von der Feldstarke wie von der Vor- 
geschichte abhângig (Hystérésis). Jeder Magnetpol m ist mit einem 
andem — m verbunden. 

4. Elektromagnetismus. 

Strômende Elektrizitatsmengen üben auf andere strômende auBer 
den elektrostatischen auch „elektromagnetische“ Krâfte aus. 

Von einem stromdurchffossenen System wird auf ein Stromelement 
der Lange und Richtung il, in dem ein Strom der Starke I flieût, 
eine Kraft _ 

ausgeübt, wobei das Integra! über das mit der Stromdichte t durch- 
flossene System zu erstrecken und t der vektorielle Abstand vom 
Stromelement dî zum Volumelement dv ist (Biot-Savartsdies Gesetz). 

(2) = $ keiût magnetische Feldstarke. Das sô definiérte $ 

ist mit dem magnetostatisch defînierten identisch. Der Faktor c hat die 
Dimension einer Geschwindigkeitund ist ezperimentéll zu 3 • ÎO 10 cm/sec, 
also gleich der Lichtgeschwindigkeit gefunden. Es ist also 


(3) 


St 


un* m 
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Es folgt^ dafi div^ «= div © = 0 ist Nach dieser Auffassung endigen 
die Induktionslinien (8) nirgends (auch nicht an den Polen eines 
Magneten, sondexn setzen sich im ïnnern desselben fort). Es lafit sich 
daher ein magnetisches Vektorpotential definieren durch 


und es wird 


(4) 

une 

(5) 


8 = rot St, 


_ u Civ i 

«T .J — 


rot $ 


4»l 


Magnetischer Kreis. In Stoffen sehr hoher Permeabilitat (Eisen) 
verlanfen die Induktionslinien (8) angenâhert wie die Stromlinien in 
Leitem. 

Hat man es mit einem geschlossenen Eisenkreis zu tun, so gelten 
die zum elektrischen Kreis analogen Formeln. Der Formel f ■= 
entspricht dann 8 = /i$. M = § §d{& wird hier aber nicht gleich 

NuD, sondem *= * M df, wo das Intégral über die durch den Kreis 

begrenzte Flâche zu nehmen ist Flieût der Strom in n Drahtwindungen 
mit der Starke I durch diese Flâche, so wird 

(6) M = = 

G 

Diese GrôBe kann als magnetisierenfo Kraft bezeichnet werden. 
Es wird dann I m *= J B n df der gesamte Induktionsflufl, oder 

f 



M 

T — ■ - 

lm W»’ 

wo 


(7) 


ist^ in Analogie zu 

«ik 

II 


5. Elektrodynamik. 

Nach Maxwell ist der Verschiebungsstrom — in seiner ma- 

4 # dt 

gnetischen Wirkung Équivalent einem Leituhgsstrom i . Daher folgt durch 
Verallgemeinerung: : 

(0 TOt $3 — ~~ + — ■ i. Hauptgleichung. 

Durch Analogie und auf Grand von Experimenten Çtnduktion) folgt ferner : ! 

*1 9 jp 

rot ® == — "T JT 2. Hîiuptglcichung, 
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welche auf Grund des Sfofosschen Satzes auch lautet 

(3) ^ (® d 8) = — — J* d f-jf- (Induktionsgesétz). 

Die Energie eines Feldes besteht aus einem elektrischen Teil U 
und einem magnetischen Teil T 

(4) PF = U + T = ^dv{eE* + ixH*). 

Hieraus folgt 

(5) 

■*- [(£§] = © heiût Poyntingscher Vektor. 

Da / if© hiernacli der Energieverlust pro Zeiteinheit durch die 
Oberflache F darstellt, wird © als der Vektor der Energiestrômung 
gedeutet 

Dur ch Elimination von § bzw. (£ aus den Hauptgleichungen folgt: 


( 6 ) 

bzw. 

{60 


s fl 

c a 8*" 


4 «a/ti 8Œ 
c a dt 


A (g — grad div © 


c a dP c a dt 41 


d. h. eine Wellengleichung fiir © bzw. 

In Analogie zur Elastmtatslehre katin man die Kràfte in einem 
statischen elektromagnetischen Feld auf die MaxweUschen Spannungen 
zurückführen, in der Form 

p = div %, wobei p die Kraft auf die Volumeneinheit bedeutet, alsô 
J pdv = R und wo % dur ch die elektrischen und magnetischen Kràfte 
bestimmt ist durch: 


S («) = e (8 a) - if - + $ e) - ï§- 
T>* - §<?,» (£)* - E { E, + i ft , (ff)« - 


In einem nicht statischen Felde erweitert sich diese Beziehung zu: 

( 8 ) + 


g = ^@ heiût elektromagnetische Bewegungsgrôfie. 


*) Diese Gleichnng kann so gedeutet werden, dafi man 2 (n) als eine 
Spannungskraft in Richtung tt aujEfafit. Ist daim n || so wird der erste Teil 

E 9 ' E * 

mm — i das bedeutet éinen Zug. Ist 80 wird der erste Teil ™ — — , 

das bedeutet einen Druck. Man fihdet so die Faradaysche Auffassung, dafi in ; 
Richtung der Kraftlinien ein Zug und senkrécht dazu ein Druck wirkt 
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Es tritt hier zu der statischen Kraft % noch eine dynamische 

die als TràgheU der elektromagnetiscken Energie deuten kann, 

w 

der en Masse farm gleich zu setzen ist. 


6. Elektrodynamik quasistationârer Strôme. 

Wenn man in der 1. Hauptgleichung — neben 4 ni vemach- 

lâssig en Va nn, d. Il bei relativ langsam verânderlichen Feldem und 
Strômen, treten Vereinfachungen ein. 

FlieBt der Strom in einen geschlossenen Draht i, so tritt zu der 
bisherigen elektromotorischen Kraft E noch eine induzierte elektro- 
motorische Kraft E* hinzu: 


(i) — 4êS Vt (»="'«)• 

Rührt 85 von einem Stromkreis 2 mit dem Strom jf a her, so wird 


also 

M 


dl 9 
dt ' 


I ia = fj. jj ds i d I * heiût gegenseüiger Induktionskoeffixient. 

Betradbtet man die Induktion verschiedener Stromteile und 
di[ ein und desselben Stromkreises aufeinander, so werden obige 

zwei Stromkreise identisch, die Grôûe L x = 2 keiBt Selbst- 

induhtionskoeffigient 

Fur einen Stromkreis gilt dater 

(3) Et 


T Élî V T d ^ m 
. 1 dt 


7. Elektronentheorie. 

Die Elektronentheorie nimmt an, daû es weder tiber grôôere 
Raume kontmuierlich verteilte Ladungen imd Strôme gibt, noch Râume 
in denen e und y. von i abweicht 

Aile Ladungen soîlen in sehr kl einen Voluminas konzentriert, 
aile Strôme reine Konyektionsstrôme sein. Die grôBeren Werte von 
e und y, sowie a sollen durch den atomistischen Mechanismus be- 
weglicher elektrischer Ladungen makroskopisch vorgetauscht werden. 

Nach dieser Théorie ist also g = 1, [A = i y a «= 0 zu setzen, so dafi 

$ = <S, S5=$, ist. 
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Kinetische Potentiale. Wir defini eren <p durch 

(1) 8 + — grad®, 6 — rota 

(O ' 4-4^- -diva, 

dann folgt 

( 2 ) -j * -fi A& = 4tcq, $ und SI heiûen kinetische Potentiale 

(*') 


Wir definieren den Herizschen Vektor 3 aus SI = — — , feraer o 

<u cdt H 

durch l = - 1 - , dann wird = 99 — div 3 

(3) (g = — gradç> + graddiv 3 — $ — -j rot |§, 


und für 3 gilt 
(4) 


1 0 9 S 


-?-âir-^8 = 4î*q. 


Die Lôsung dieser Gleichungen lautet 



(5) *-/*«_* 

Der Index ÿ — — bedeutet, daû die g, ï, q, die ja Funktionen 
des Ortes und der Zeit sind, in der Formel nicht mit den der Zeit t, 
sondem den mit der Zeit t — — entsprechenden Werten einzusetzen 
sind, um <P, SI, 3 fiûr die Zeit t zu finden. 

Die Wirkung einer Ladung usw. macht sich also ira Aufpunkt 
nicht sofort, sondem erst nach der Zeit bemerkbar (daher der 

Ausdruck: Retardierte Potentiale). 

Disse Form der Lôsung bringt es* mit sich, dafl nur für sèhr kleines r, 
bzw. bei langsam wechselndem q, ï, q die statischen Beziehungen 
gelten. 

Methodisch vorteilhaft ist die daraüs folgende Vorschrift: Man 
denke sich zur Zeit t eine Kugelwelle mit der Geschwindigkeit — c 
ynm Aufpunkt ausgehen. Aile Ladungen wirken dann mit dem Be- 
trag, den sie wahrend des Hinüberstreichens dieser Welle haben. 

Mît HOfe dieser Formeln lassen sich die Felder bewegter Ladungen 
berechnen. 
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Für eine gleichfôrmig geraHinig mit b sich bewegende Ladung e 
findet man: 

e 


und daraus 




sr = 


lW-mfé) 

e O 




wo #<=■— ist 
r o 


*” rÿ=* ‘ 

<P «= const stellt ein abgeplattetes Rotationsellipsoid dar mit dem 
Achsenverhâltnis Vl — (Heaviside-Ellipsoid). 

Die Kraft auf eine zweite gleichfaüs mit der Geschwindigkeit b 
bewegte Ladung wird dann gleich 

s = (e + 4 E» ®]) - - (* - f) 0 

W— (i — fi*') 0 heiÔt Konvektionspotential. 

Dipolstrahlung. Das Moment b eines Dipols sei als Funktion 
der Zeit gegeben. Die Geschwindigkeit semer Bestandteile sei klein 
gegen c. Dann ist für einen Punkt r, wo r groû gegen die Dimen- 
sion des Dipols sei, 

3-f 


cr» 


c «r» 


[trt, 


wobei p das Moment zur Zeit (t — —j bedeuten soll und 


dt ’ 




Für groûes r wird hiemach (S 


’t 


[*>]*• 


4 

Die Ausstrahlung pro Zeiteinheit wird dann 




Ist p «= sin ©* = Jj p * sin -y et (Â= Wellenlange), so wird 

dW 


It 
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8. Elektromagnetische Wellen (Gnmdlagen der Optik). 

Jede Lôsung der Maxw eüschtn Gleichungen bzw. der Wellen- 
gleichung S. 194 bedeutet einen elektxomagnetischen Ausbreitungs- 
vorgang. Als Welle im engeren Sinne pflegt man eine Lôsung der 
Form: © = © 0 tf i<a< , wo (Sq nur vom Ort abhàngt, zu bezeichnen. 

n =» beifit ihre Schwingungszahl. Von der komplexen Losung ist 

darrn der Realteil zu nehmen. Der Imaginârteil stellt eine zweite Welle 
dar. Besonders einfache Wellentypen sind die partikularen Losungen 
(vgl. S. 95). 

Schreibt man 

(l) (£ 0 = ae iœ<p bzw. (£ = ae tm ^ +t> , 

wo a und cp Funktionen der Orte sind, soheiBt a die Amplitude und <p 
die Phase der Welle.. Die Flâchen konstanten cp heiBen WeUenflâchen . 

. £ heifit Weüenlânge. 

Im Grenzfall von sehr groûem œ, d. h. sehr kleiner Wellenlange 
erhâlt man für cp die Differentialgleichung (grad cp) 9 = 1 ; d. h., die 
WeUenflâchen sind Parallelflâchen. Die Orthogonalen zu diesen sind 
gerade Linien. Man bezeichnet sie als Sirahlen. Dieser Grenzfall 
liefert daher die geometrische Optik. 

Ebetie Wellen: Die Maxwellschea Gleiçhungen gestatten folgende 
partdkulâre Lôsung: 

(a) @ = © ofi <®(*-™*); 

wo © 0 , $ 0 , œ, n willkürliche Konstanten sind, zwischen denen aber die 
folgenden Beziehungen bestehen müssen: »* = 1 ; (<S 0 tt)= 0; ($ 0 n) = 0; 

So - - J [®®o] “i* P — 

it heiflt WeUennormale, (rit) = konst ist die Wellenebene, 
p heiBt (komplexer) Brechungsindex. 

Die Konstanten kônnen reell oder komplex sein. Es bedeutet: 

@ 0 reeU eine linear pôlarisierte Welle, 

© 0 komplez eine eUiptisch pôlarisierte Welle, 
a> komplex eine zeiüich gedampfte, abklingende Welle, 
p komplex eine ôrtlich gedampfte WeUe (Absorption), 
n komplex eine Welle mit in der Wellenebene abfallender Ampli- 
tude (nur ah Oberflâcben existenz fah ig). 

Im folgenden ist dieLosung noch einmal in spéziellerForm behandelt 
© nr>d § seien nur Funktionen von x und t (nicht y und *). Dann 
vereinfacht sich die WellengleicHung zu: 

f . *jU 3^(5 .4 itèfidQt 

( 3 ) ~ dx* ’ 



222 


Eléktrizitfttslehre. 


Wegen — =0 und div@ = 0 wird —■ = 0 , also E über* 

® dy dx ox 

haupt unabhangig vom Ort. 

Die Welle ist also rein transversal. 

Setzt man E y = E 0y -e iw * und E t = E Qt e io3t für # = 0, so er- 
hait man 

ia> (t-p — ) 

E = E n -e \ °> 


'Oy n 

Zerlegt man p = n — ik, wo 


e=e c ,M'-^1 

<h <û) ( t—p—) 

H.= E n ..--e V eJ . 


, Q i-Axiru 

wo P* = ep — 


-*-v. • 


bzw. 



(v' 


/«*- 

, 1Ô0 9 »** , 


1 ©• * 

/«■ H 



•)' 


so scbreibt sich dies aucb: 


hcos 


E y — E 0y i 


ito 


(‘-VI 


usw. 


ist also die F ortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle, 

n beiBt Brechungsexponent für a<= o gleicb Vs^fî, 
p heiût homplexer Brechungsexponent, 
h heiût Àbsorptionskoeffisient. 1 ) 

Für reelles n (a = 0) ist E t rs* H y und E y ^ B.- 

Für imaginaires p (a + 0) sind E t und H um den Phasenwinkel 

h 

axçtg — gegen einander verschoben. E t bleibt hinter H y zurück. 


9. Wellen in anisotropen Medien (Kristalloptik). 

Wir setzen 

®=a(Œ) bzw. œ^a-^®); ^ = 1. 

Hier sei a ein symmetrischer Tensor (a -1 der entsprecheade rezi- 
proke), der an die Stelle des Skalars e tritt 

j| CO 

l ) Vielfach wird anch 3 » — als AbBorptionskoeffûrfent bejseiclmefc 

t . o 
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Der Ansatz für eine ebene Welle fiir reelles <p (o = o, v = ~j 

usw. in die Wellengleichung 

1 5 *® 

__ = rot ro tE 

= A (g — grad div (g 

eingesetzt, ergibt dann 

(1) -^•3)-® + n(nœ)=0. 

Hieraus folgt: (®n) = 0. Aus der 1. Maxwellschen Gleichung folgt: 

und [n«]. 


also (§n) = 0; ($®) = 0. 

Man sieht: S), © und n sind komplanar, orthogonal zu Da 
durch auch © bestimmt ist, so ist auch n und § b estimait, und 
damit auch v durch: 

v 1 _ (C©) . 
c® D* * . 

femer ist 

£ (8*) - + (»8)’ - 0; (nŒ) 


also nach (1) 


V* B 


(ED* -©(©©) 
pV£ a P* _((£$)• 


und v 


±-£Vë®. 


Die W ellennormale und die Geschwindigkeit sind daher vollstandig 
durch die Schwingungsrichtung © bestimmt 

Ist n gegeben, so ist ( i ) ein homogènes lineares Qeichungs- 
systera der 3 Komponenten von ®. Es ist nur lôsbar, falls die 
Déterminante der Koeffizienten verschwindet Das ergibt eine Glei- 
chung 3 . Grades für d 9 (Sâkulargleichung), die sich wegen des Ver- 
schwindens ihres absoluten Gliedes auf eine 2. Grades reduziert 1 ). 


i) Man kann ans (r) S nnd © eliminieren dur ch Anwendxmg der Formel: 
0USH X| (ûB) - 1 T| {(ï- l a îHî) - | ST 1 ! C?“ l oB)} , 
indem man a = ®, 6«n, ST setzt. Dles ergibt 

(B© n) - \A | {(SI- 1 ®») - 1 B~*| («»)}. . 

Setzt man ans ( 1 ) © (®-n (Œn)) nnd ®»®~ +tt(®n), «> «Mit man 




Aus dieser Gleichung V*nn man die zwei Werte von v alsFunktion'voü it berechnen. 
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Für ein gegebenes « gibt es daher 2 Geschwindigkeiten v x und 
und zwei Schwingungsrichtungen SJj und Da für beide ® 

(®n) = 0 ist; findet man: 

^ “ (®, ^,) = 0 = ^ ~ * 

Da also (S*®,,) = ((^©J ist [wegen $!((&„) = Œ, «(©,) (s. S. 4 40)], 
so wird — t>,)* = 0. 

Zu den zwei verschiedenen v gehôren also zwei orthogonale © 

(®i -L ® a )- 

Die Sâkulargleichung für t/* führt bei solcher Wahl des Koordi- 
natensystems, dafi die fit** 1 für i 4- k verschwinden (Transformation 
auf Hauptachsen), auf die Fresnglsche Gleichung; wenn Sï^ 1 = ~ ge- 

setzt wird V-^ = 0 . 

Tragt man v als Radiusvektor in allen môglichen Richtungen tt 
auf, so erhalt man eine FTache, die Normalenf lâche. 

Es gibt im allgemeinen zwei Richtungen n, für die v x = w a wird, 
die opiischen Achsen. 

Geometrisch kann die Gleidiung (1) wie folgt gelôst werden: 
Man beschreibt das Ellipsoid r’8î _1 (r) — i , schneidet es mitder 
Ebene (ttt) = 0 (die senkrecht zu n durch r *= 0 geht), und sucht 
Richtungen und Lângen der Halbachsen, der Schnittellipse. Für 
diese gilt ô(t*) «= 0. Man erhalt: 

rdr = 0 

und die Nebenbedingungen: 

nôv = 0 , 

also 

*"*(*) + o^x + a 9 tt — 0 . 

Durch Multiplikation mit tt bzw. t folgt 



also 

Wenn wir in letzterer Gleichung t mit ®, a -1 (r) mit ffi und r 9 mit ~ 
idëntifizieren, so geht sie über. in unsere Gleichung (l). Die Lângen 
der Halbachsen der Schnittellipse sind demnach gleich — bzw. — 

v l v i 

und ihre Richtungen die von ® A und © s . 
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Die Fortp flan zung der Energie erfolgt senkrecht zu (g und Jg/ in 
Richtung von g. 


8 sei ein Eihheitsvektor (s 9 = l) ((g g) = 0; ($g) <== 0. 
8 ist komplanar mit S), (g und n. 


Wir aetzen ® -(- a (g -f- ^8 = 0. Multiplikation mit 8 bzw. n ergibt 


fi=-(®8), u 


CP»)C "») 

(Œn) ‘ 


'Aus Gleichung (l) folgt 


(M 

(Œn) 



Wir erhalten also 

(nS) é Œ - ® +.8 ($3) = 0. 


Es ist aber (tt ê) = cos £, wo £ der Winkel zwischen tt und 8 ist 
Nennen wir S die Geschwindigkeit der Welle in Richtung von 8, 

so ist -^-= cos£ = (it8). Es wird also 
(2) -GE- ® -M(®8) = 0. 

■S 

Diese Gleichung hat genou denselben Typus wie die ursprüngliche (l). 

Die geometrische Lôsung ist hier so zu benutzen, daû im 
Ellipsoid = l und die Flache (tS) = 0 zu beschreiben ist Die 

S iS 

Halbachsen der Schnittellipse liefern dann r, = — ; r. «= — und ihre 
Richtungen sind diejenigen von (£ 1 und (£ 3 . 

Die Flache mit dem Radiusvektor 5 in Richtung 8 heiût. 
Strahlenf lâche. 

Schreiben wir © = S8, so wird aus (2) 

c*<g-®S* + @(®©) = 0. 

Multiplikation mit $ und Variation führt wegen (®<5(£) = (Œ<3®) su 

2dS)(c*œ - + <3(®<S)) - 2(5 ©(©D* - ®($©) = 0 . 

Der Faktor von â ® ist gleich.NuH, der von ist ein Vektor 
parallel zu Tt. 

Also gilt (n<3©) = 0, d. h. n steht senkrecht zur Tangentialebene 
an die Str ahlenfla che im Punkte r «■= ©, oder die Welle nfl âche (t = 1) 
ist diese Tangentialebene. . 

Die Strahlenflache ist , daher die Enveloppe aller môglichen 
Wellenebenen fiir * «= 1 . 

Madelung, Math-ffliÉpinittfiL a.Aufl, . -*5. 
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Aus den Gleichungen (1) und (2) lassen sich no ch folgende 
Formeln geringerer Bedeutung ableiten: 

ys=c>^; s ‘ g(8a >- ag ‘ 

D ’ Vëæ V(œ»)*-£"d’ 

sa(tt) — ra(«) = c* (|- - y) 

«00(nS.— *V) = 0 

J7 a =(<£$). 


10. Elektrische Mafisysteme. 

Das im obigen benutzte Mafisystem heiût das „ Eleklrostatisch «**. 
Aufierdem werden noch folgende benutzt: 


Elektromagnetisches Mafisystem. Man setzt: 


6 <=—6 
e 


6 ■=7 Q 
(£' = c(£ 

ç/ = r <p 

.> i . 
t = — x 

G . 


a =^a 




= sac 


Technisches Mafisystem. (Volt, Ampere, Ohm.) 

e [ = ^ (Coulomb) 8* = e 

Q f = ^~ ®'«=3)-300: 

(£' ==-(£■300 (Volt/cm) 

9^ / =9î ,; 3QO (Volt) 
i' = ^ Ampere/ cm* /*' = 

* jo-“ 


==Sb 
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,Rationelles“ Mafîsystem. Setzt man 


e' — e ÿ 4 7 t 

Q f = qYÂtc 

ne' ^ 

V4 se 

v fa 
i' i VTsr 

o' ss 0*431 , 


e f = e 

*'-4- 

yjÂHc 


$' = 4=: 

V V4* 


F =f* 

y4së 


— - V4ÜST, 

so hat man für statische Felder (unter Forüassung des Index l): 


= « ® div ® = g 
» = /*!& 


(£ 


-A 


e* 


■if 


®= — gradç) 4?ig?=J|- 

t = rot <g = o ® 

t7=|/i»{(œ®) + (©$)} 

ffl = rot 


iv 


div® = 0 — 43 ïîI = ~J*y io, 

sowie für zeitlich verânderliche FeldeJr 
rot + =» ° 

rot $ — « i — o(5 + g» 

œ-i^^grad^î 7^+ divSI = 0 USWl 

. I 

Literatur. 

Jlf. Abraham xmd A. Fôppl : Théorie der EleJfctrizitËt (Leipzig : B, G. T enbnei}. 
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Dreizehnter Abschnitt. 

Relativitâtstheorie. 

A. Grundbegriffe. 

1. Mafisysteme. 

Die analytische Darstellung eines physikalischen Gesetzes oder 
einer physikalischen Tatsache (Beobachtungs- bzw. Meûergebnisses) 
muô sich. notwendigerweise beschranken auf die Festlegung einer Re- 
lation zwischen getnssscnen (oder wenigstens prinzipieU raefibaxen) 
Zahlen. 

Diese Zahlen heifien Mafteahlm. Um sie zu gewinnen, muû 
durch irgendeine Festaetzung ein System von Mafieinheiien festgelegt 
werden. Das Prodnkt einer Maflzahl und ihrer Einheit liefert dann 
die Grôfie selbst 

Die Zahl der erforderlichen Mafleinheiten ist zunâchst so groû 
wie die Zahl "■ der verschiedenen zu messenden Grôfien. Durch an 
sich willkûrliche Mefivorschriften lassen sie sich auf eine kleinere 
Zahl zurückfiihren. Üblich und rationell ist die Zurückfiihrung auf die 
leicht realisierbaren Einheiten der Lange, Masse und Zeü. 

Das CGSSystem benutzt 

die Lange 1 cm = 10~® Erdquadrant, 

die Masse 4 g =1 cm 8 Yasser bei 4° C 1 ), 

. die Zeit 4 sec = 1 / 8a 400 Sonnentag. . 

Andere Maôsysteme, begründet auf andere Mafleinheiten, bestehen 
daneben. 

Ahmerkung. Die wünschenswerte Unverânderlichkeit der Mafl- 
einheiten ist teils unkontrollierbar, teils nur wahrscheinlich gemacht 
durch dfie mit ihrer Hilfe feststellbaren Unverânderlichkeit eines Natur- 
gesetzes. Frei macht man sich von allen hier môglichen Bedenken 
nur in der Relativiiâlstheorie. 

x ) Diese ursprOngliche Festsetsung wurde spttter ersetzt durch die De- 
finition: . 

1 cm =■ l / i00 des Paris er Normalmeters, 
i g 53 Viooo des Paris er Normalkilogranuns. 
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2. Dimensionen. 

Jede physikalische Gleichung muB eine Bedeutung haben, die 
unabhangig ist von dem an sich willkürlichen speziellen MaJBsystem. 
Sie muB alao kovariant sein gegenüber Mafieinheitsânderungen. 

Ist die MaBeinheit einer physikalischen GrôBe G festgelegt dur ch 
die Einheiten der Lange, Masse und Zeit, so ândert sie sicb, wenn 
man zu der Z-fe.ch.en Lângeneinheit, der m-fachen Masseneinheit und 
der Z-fachen Zeiteinheit übergeht um den Faktor Die drei fur 

die physikalische GrôBe charaktenstischen Zahlen oc, fi, y repr as en tier en 
die «Dimension" von G . Man schreibt dies in der Form 

Die Dimension des Produktes zweier Grôfien ist gleich dem Pro- 
dukt ihrer Dimensionen. 

Die gefbrderte Kovarianz gegen MaBeinheitsânderungen kann 
nur bestehen, falls die Dimensionen der beiden Seiten einer Glei- 
chung dieselben sind 

Da die MaBeinheit um den Faktor [G] wàchst, wird die Mafkahl, 
d. h. die in der Gleichung dur ch einen Buchstaben symbolisch ge- 

schriebene Zabi, um den Faktor =1= verkleinerL 

[Gj 

B. Vierdimensionale Darstellung der Welt 
und Relativitâtsprinzip. 

1. Jedes physikalische „Ere\gnis“ findet an einem Ort zu einer 
Zeit statt, liefert also ein Wertessystem xyxt. Hier bedeuten xyx die 
Cartesischen Koordinaten des (3-dimensionalen) Raumes, gemessen 
mit materiellen MaBstaben, bezogen auf ein beliebig angenommen.es 
Achsensystem und t die MaJQzahl der Zeit, gemessen mit relativ zu 
dem System ruhenden materiellen Uhren. 

Die Unveranderlichkeit der Maflstabe bei den zur Ausmessung 
vorgenommenen Verschiebungen oder Drehungen gegen das System 
wird hierbei immer angenommen. Als.Kontrolle des gleichen Ganges 
der Uhren (Définition der Qeichzeitigkeit) werden Iichtsignale als 
benutzt gedacht, wobei die Lichtgeschwindigkeit unter allen Umstan- 
den als im Vakuum konstant = c = 3 • ÎO 10 cm/sec angenommen wird. 

2. Zur geometrischen Darstellung des gesamten z eithch-raumlic h en 
physikalischen Geschehens kann man sich einer 4-dimensionàlen Man- 
nigfaltigkeit (Wett) bedienen. In dieser sei je der Punkt durch die 
4 KoordinatenmaBzahlen x 1 x* x*x* in einem Cartesischen 4-dimen- 
sionalem System festgelegt 

Ein Wertsystem x 1 x* x 8 x* heiBt ein W elppunkl. Die Abhângigkeit 
der Lage eines materiellen Punktes im Raüm xyx von der Zeit t wird 
durch eine WeltUnie dargestellt Durch die Gesamtheit der Weltlinien 
aller Punkte ist das gesamte (meBbare) Natiirgèschéhen darstellbar. 
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Es sind dann folgende zwei Darstellungen gebrâuchlich: 

a) Man identifiziert mit x x x*x a x 4 die Grôûen x, y, z, t. 

b) Man identifiziert mit x l x*x a x* die Grôûen x, y , z, loriot 
(i = V— 1). Ein Wertesystem xyzt ist dann ein imaginârer Punkt 
der Welt Diese Darstell ung bietet gewisse mathematische Vorteile. 
Sie ist aber unanschaulich. im folgenden gebrauchen wir die Dar- 
stellung 1. 

3- Nimmt man ein gegen das System xyz gleichlôrmig mit der 
Geschwindigkeit 0 bewegtes anderes Koordinatensystem und miût wie 
oben, d h. mit gegen dieses ruhenden Maûstaben und Uhren, die 
Koordinaten und die Zeit desselben Ereignisses, so erhâlt man ein 
Wertesystem x'y'z't', das an Stelle der xyzt mit den x 1 x*x B x i 
identifiziert werden kann. 

Die spezieUe Relativitàtstheorie sagt dann aus, daû dis Naturgesetze, 
daigestellt in den x 1 x* x 3 x 1 gleichlautsn, unabhângig davon, ob man 
diese mit den xyzt oder den x'y’z't* identifiziert (Es ist zu be- 
achten, daû wir unter den Naturgesetzen die Relationen verstehen, 
die zwischen den dur ch Messung mit Maûstaben und Uhren gewon- 
nenen MaÛzahlen der physikalischen Grôûen bestehen. Wenn sich 
also auch bei der relativen Bewegung der Système die Maûeinheiten 
ândem môgen [was nicht kontrollierbar ist], so sollen die Relationen 
zwischen den gewonnenen Zahlen erhalten bleiben.) 

C. Lorentztransformation. 

4 . Die Anwendung des Relativitatspostulats (z. B. auf die Kine- 
matik der Iichtausbreitnng) führt auf folgende Beziehungen (Lorentg- 
Transformation), wenn man die Koordinaten x,y,z aïs Ivomponenten 
des Ortsvektors x nimm t 



5. Das volistândige Transfbrmationschema lautet also: 



x ' 

- y 

g 

t 


i~ v 4 


— V X Vy 

(t ' A 1 

—v*v, f j 

. i ^ 



V 9 

\ Vi -f) 

v* 

\ Vi-W| 

V* \ 

l ~rJ 

Vi -p* 

y ’ 

-v x v ÿ 

fi 1 ) 

i J. V JL 

(. 'I.V 

-VyV. ( 

. i\ 

~ v * 


V 1 

{ Vi — p a J 

1 ^ 

V- V r / 

V V 

'- 7 ) 



-~ v X v z l 

f x 

-Vv*z't 

V 


* 1 \ 

— 


v a 

< ■ ; 

V * * 

r :-r* . 

1 O 9 V 

V / 

Vi -p* 

t? ' 


—v m 

. . 

- v JL^ ■ 

— 1 

V 

i 

. 



c* 

Vi— js* 

. vvr 

-A* 

Vi —{t* 
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Hieraus folgt für v y = v t =0-, v m — v das der speziellen Loreniz- 
Transformation: 




y — — o o . == 

c a v , 7^7 Vi-/? 9 

Die Transformation hat die Déterminante 1. 

6. Hieraus folgii daB der 4-dimensionale „Abstand“ zweier Welt- 
punkte x x y x z x t x und x s y 9 z 9 t t 

d s = ^—(x x — x 9 Ÿ — {y x — y^ - (? x ~ hŸ + c " (*i ~ O" 

= V"" r a) 9 + c * & “ *■)* 

eine Invariante ist, d. h. unverandert bleibt, wenn man Ihn durch die 
%' y f z' t* in derselben Form schreibt: . 

As — ^—xl — — (yl — ys) ? — W ~ «a)* + — <») 

= ( r i ““ ï s) # + c . 3 — * 9 ) * 

Ist also für ein bestimmtes System «y ri das Weltbild (dargestellt 
durch die Weldinien) bekannt, so erhalt man das Weltbild für ein 
anderes System x'y'z't' durch eine Deformation (Transformation), 
die den „Abstand“ A s aller Weltpunkte unverândert lâût 1 ) 

7. Ist A s imaginar, so ist. es durch eine Lof^nte-Transformation 
immer môglich, t' x — verschwinden zu lassen. Die beiden Ereignisse 
erscheinen im geeigneten Bezugsvstem als gleichzeüig. (Transformation 

auf Gleidizeitigkeü.) . ___ — — 

Ist As reell, so ist es môglich, As auf die Form ye (t x *>) 211 
transformieren. Die Ereignisse erscheinen aïs am sélben Ort statt- 

findend (Transformation auf Ruhe). 

Ist d$ = 0, so sind die beiden Ereignisse durch eine Raum- 

distanz Ar und eine Zeitdistanz -di so getrennt, dafi ^«-cist 
Sind die beiden Welipunkte \ und 2 zwéi infinitésimal bénadv 
barte Punkte der Weltiinie eines bewegten Punlrtes, so ist ds uamf * 
reeH; für den Fall der Lichtgeschwindigkeit des Punktes wird is = 0. 

x) Führt man. an Stelle von * die Grttfle l = ict and V ein, so wird 
die Transformation orthogonal (Dretung). 
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dx=—ds heiût das Differential der „Eigenxcü“ des Punktes. 

C 

Ist der Punkt auf Ruhe transformiert, so ist ix = dt'. 

8. Die Lorentz-T ransf ormation angewandt auf einen mit der Ge- 
schwindigkeit to relativ zum 1. System bewegten Punkt liefert die Ge- 
schwindigkeit ta' relativ zum 2. System. 


Es ist 


to 


dt 

dt* 


also 


" “ it > — (ni b) L ‘ 


Ist speziell to||b, so wird: 

, (”-*) 

I r 


to' 


wv 

1 7 


oder jp' — tp ~ ï) ( Addüionstheorem der 
. wv Geschwindigkeiten). 

C B 


Ist toj_bi so wird: 

to'« toVi — /?* — . t» oder ip'*s= 


Anwendung. In einer mit der Geschwindigkeit b strômenden 
Flüssigkeit laufe ein Lichtstrahl mit der Geschwindigkeit »' = — 

(n = Brechungsexponent) in der Richtung der Bewegung. Dann ist seine 
Geschwindigkeit im ruhenden System 


T + ° 


i+- 


-(v + *)0-5 + -) 


n-c 

c 


1 » ne n* 1 

(i — jJj) heiût Müführungshoeffieient. 


9- Statt (nach 6) die Zor««te-Transformation aïs eine Deformation 
des Weltbildes zur Darstellung in einem anderen Koordinatensystem 
aufzufass en, kann man sie auch (vgL S. 76) als eine Transformation 
der Koardinaten des (unverândert gelassenen) Weltbildes betrachten. 
Wir haben da nn eine affine Transformation des Koordinatensystems, 
bei der das Linienelement ds invariant ist. Zur Darstellung der Natur- 
gesetze bedient man sich dann mit Vorteil dér 4-dimensionalen Vektor- 
analysis im Weltbild. Die Kômponenten p* eines Vektors p trans- 
formieren sich dann wiè . die Koordinaten %*; p'* = 2Jaîp*, wo die 
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a* aus dem Schéma 5 zu entnèhmen sind. Tensoren transformieren 
sich nach der Regel: 

r’'"= 22*UïT n (vgl. S. 174> 

I m 

Wegen 

ds * = g ik dx i dx i = — dx 9 — dy® — dz 9 -J- e® dt 

wird 

Su * =a ?» 8=5 gts Œ ^ J f>44 ~ c *î — 0 ^ i =i= ^ | g 1 ■= c *' 

Die obigen Werte fur g {k gelten für aile Bezugsysteme. 

Folgende Beziehungen gelten daher zwischen den kovarianten 
und kontravarianten Komponenten von Vektoren aus Tensoren 

-j>* für **=1,2,3 

T** fttr t= 1,2,3; *-=1.2,3 
T ti — —c' r“ fe . = 1,2,3 

und 

r* = - r rt 

Ti = c*T tl 
Ti = — T 44 
r* «= c 9 r“. 
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D. Physikalische Bedeutung vierdimensionaler 
Vektoren und Tensoren. 

Die Komponenten eines Vektors p* lassen aich physikalischen 
(mefibaren) Groûen zuordnen. 

Diedrei ersten Komponenten sind die Komponenten eines râum* 
lichen Vektors - , _ . , die vierte hat eine abweichende Bedeutung. 

Sie ist durch die Dimension einer Geschwindigkeit von den andern 
unterschiederu Sie kann nûr einen Skalar bedeutén. Der Betrag des 
Vektofs p <*= Vp i p h g ih muû . edne Invariante sein, also eine GrôBe, 
die fiir alie Bezugssysteme denselbenWerthat . 
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Die Aufstellung der V ektorgleichungen der Relativitatstheorie muû 
im AnschluB an die Erfahrung erfolgen. Sie ist in vielen F allen nicht 
ohne Modifikation der âlteren Anschauungen, durchzuführen. 


dx ' 


Der Einheitsvektor in Richtung einer Weltlinie u { = -jj- hat die 


Komponenten 


= 


u* = 


« 4 = 


' cVi-/»* ’ cVi-P* * " cVi-fi 9 
Folgende Vektoren und ihre râumlich-zeitUche Deutung haben 
sich bewàhrt: 


Weltvektor 

R&umlicher Anteil 

Zeitlicher Anteil 

Invarianter Betrag 


0 

1 

i 

«V 1 -/*“ 

«V* -P' 



t =■ Stromdichte 

q Ladungsdichte 

Vc 9 e 9 -* a 


a » Vektorpotential 

tp Skalar-Potential 
c ~ c 

C y tp 9 — O 9 

P* 

p a Kraftdichte 

X LeistungsdiclLte 

e 9 c 9 



In analoger Weise sind die Komponenten eines Tensors zu deuten. 
Folgende Tensoren urid ihre Bedeutungen werden benutzt, 
wobei (g = déktrische Feldstarke 


§ = magnetische Feldstarke 

$) = elektrische Verschiebung 

58 s magnetische Induktion bedeutet 


pik 


H ih 



1 

2 

3 

4 

1 

0 

s. 


_ 3, 

c 

Jf7*< 2 

-s. 

0 

B a 

_3l 

c 

E, 

3 

B v 


0 

G 

4 

Ex 
c . 

lï. 

c 

A 

c 

0 

K‘ 

2 

3 

4 

1 

0 


~ ff v 

_ ZV 

C' 

H k * 2 


0 


. G 

3 



0 

_£* 

G 

- 4 

. £- 

c ' ■ 

Bjl 

c - 

b 


(F”) *= F** F lt 

= 2 


= 2 (fi’-D*) 

(F3)=-F‘'H>“g <t g r , 
= 2((8S)-(8®)) 
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Elektro dynam i k. 


5 “ = -Ç-fEH) - l(FfB* l + P’B")g r ,; 

S“ = |(£,D„ + E,D. - E.D. + H,B + H, B, - B. B,) 
= usw. 


s u - -h « œ ®) + («*))• 

S ii fur * = 1, 2, 3# k — 2, $ sind also die Komponenten des 

synmetrischen MaxweUschen Spannvngstensors (<S). — S li sind die i 

Komponenten des Poyntingschen Vektors. ^S 44 ist die Energie- 
dichte W . 


E. Elektrodynamik. 

Die elektrodynamischen Gesetze stellen sich, daim folgender- 


mafien dar: 







(0 


ds { 
Sx * 

— 0, 


( divi + 17=°) 



W 

lîL _ 
0*® 

Ï2t = . 

dX i 


(® 

= rot SI, ® = — 

• gradç? - 

1 0tt\ 

" ç dth 

wobei 

für qfi gelten soll 







dtpi 
. dx i 

=* o, 


(f ï ® + Tlf= 

o). 


(3) 

d p ki i 

SFu , 

8Fqt _ 

sO 

( dîv w — n 

rot (g = - 

1 08 \ 

dx* ^ 

0** 1 

0#* 


l vuv ü U J 

~ c dt) 

(4) 

pi. 

c 

= + [{»]; X 

= (®i)) 


(5) 

dû* 1 

.0** 

4»s? 

. 0 

. («.ç-ifi+i.». 

div® = 

Akq) 

(6) 

éi 

__ i 

0S <4 


f ta ... fil V (SI 1 _ ^ 

, fciN gai 



r 

~ 4* 

a* 4 


^-_div©+ — 

dt L® 

J 






4» L VJ a* , 

)•. 


Im Vakuum ist Fi***=È ih . 
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Fût H ih kann man aus den Formeln (2) und (5) F** eli- 

mini eren und findet: 



wo 

n il-LÜ-j-Ü Lü. 

LJ, “ dy* ' d* c'dfi 

bedeutet 

Setzt man 

= und (Z<* = - Z**, Q<* = - <?«) 

1 dar dar 

so findet man 

c 

Z ik entspricht dem flcrteschen Vektor 3. 

Diese Gleichung' laût sièh in affrnen Ko ordinatensy stemen leicht 
integrieren. 

F. Elektrodynamik in (bewegten) Medien. 

Die aUgemeine Beziehung zwischen F ih und H ih muB so sein, 
daB fur ein relativ zur Materie ruhendes Bezugssystem ® = e®; 
83 = /x§ wird. Hier gilt auBerdem t = uffi. 

Um diese Beziehungen kovariant auszudrücken, bildet man eine 
Reihe von neuen Vektoren und Tensoren. 

.(1) fi <==F**u fc , 

wo u h der Einheitsvéktor -j- in Richtung der Wèltlinie dei Materie ist 


(2) . : d* «= 

Für ein Bezugsystem, in dem die Materie ruht, ist dann 
u 1 = v 9 — u * = 0; u*=*~. 

O 

Hier wird 

e*=scF“ - 

also 

e x = E 9 , e*^E v , t*~*E a , e l °=0 
d 1 ^ D 0t d* ’*= D y , d* = D t , d‘ = 0. 


und 


Die kovariante Gleàchùng d* «■ ee* güt also ira geeigneten.Bezugs- 
Bystem und dater allgemein. Es ist also: 1 


238 


Elektrodynamik in (bewegten) Medien. 


Wir bilden femer: 


D) 


Für 

«i = «a = « 3 = 0; « 4 

wird 


J 384 

= J84I = ÆL- ô* 12 = - 


C * 6 

(4) 



Die kovariante Gleichung b ihî = juh ihl liefert: 

® — -7 [ ü ®0 = ** ($ ““ *7 D*®]) * 

© _[_ -i. [b S 9 ] heiflt éteklromotorische Kraft, 

heiflt magnetomotorischfi Kraft. 

Um die Beziehung t = itf® kovariant darzustellen, beachte man, 
daô s i in Richtung der Welüinie die Komponente «*(«*«*) hat. Di es 
ist der Konvektionsstrom der geladenen Materie. Die obige Gleichung 
bezieht sich aber nur auf den Leitungsstrom, also auf 

l*r= s* — «*($*«*)• 

Für u 1 — «* *= « 8 = 0; «* = — wird 

0 

i 1 3=8 *® = v * 8 =v 

Wir haben hier wegen g» = 0 einen reinen Leitungsstrom in un- 
geladener Materie. . 

Im ruhencfen System und daber allgemein gilt also 
l i =sS t — «*(s* u « oè*, 


‘ + «*'-?•■ VThP ' 

Für einen reinen Konvektionsstrom 

i=çh, Jfe , *=« , (s*«j) = « , Çp-c 

wird . 

. . * = e a_ p « 
k*=r= Q 

so daû gc= - _ - £L ==-, q q heiBt Rûhdichte der Ladung. 

■ V 1 — p ■ ■_ ' 

p i e=CQ Q Ff i ù ll liefert J) = G (® + ]>©])• 



Dynamite' dér Masse. 
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G. Dynamik der Masse. 

Das Grundgësetz der Mèchanik = p definiert (für kleines b) 
die Massendichte fi. 

Die entsprechende kovariante Form lrann nur lauten 

W ‘Vo-TT-ÿ*, 

wo [Iq die Dichte für ü = 0 bedeutet Integriert über den Bereich 


ergibt 

( 2 ) 


dV = dx 1 dx*d%* 


'/*o$-£-àV=jp*dV=P l . 


Nun ist d V •= d V Q Vl — /S a , wo F 0 das Volumen, im mitbewegten 
Bezugssystem gemessen, bedeutet Setzen wir 


( 3 ) 

so wird 


m o “= J* A*o d V Q ( Ruhmasse ), 


(2') 

also lautet die von der Relativitatstheorie geforderte Bewegungs- 
gleichung:’ . .. 

Setzen wir . 

= Ü (Beschleunigung), . *= 2 (b B) , 


so wird 


also für B II b 


* w °' 6 .- } ■ — — g =±= longitudinale Musse 

i -fi* . V* -P* 


„ «n-B 


und für BJ_ W 


.. . «y B 

Jï-J* 


*”** - = transversale Masse. 


Dèr Impuls wïd also - 

entwickelt, liefert ; ■' 

(7) . ^^,tn 0 c a + -f L v 8 -4-.-- 


Das zweite Glied ist die kinetische Energie. 
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Allgemeine R elativitM.ts théorie. 


Für v = 0 folgt m Q — ~. Dies kann so gedeutet werden, dafl 

die Masse m 0 energetischen Ursprungs ist (doch ist zu beachten, daû 
noch eine éventuelle Integrationskonstante hinzugefiigt werden kann). 
Führt man den Tensor K fi = c 9 /XqU* u* ein, so wird wegen 


( 8 ) 


^ = 0 (Kontinuitatsgleichung der Materie). 


il 


p* = ~~t-; K iJt heiflt „kinetischer Impuls-Energictensor". 


Analog der Elektrodynamik lassen sich (wie in der Elèktrizitâtstheorie) 
•die Krafte in der Materie dur ch ein en Spannungstensor P its darstellen. 
dP a 

p*= j-; P** heifit „potentieller Impuls-Energietensor*. 

d.x* 


Für ein abgeschlossenes System gilt dann: 


< 9) • 

Hierin sind die Erhaltungssatze des Impulses und der Energie aus- 
gedrückt 

T** heiût.der „gèsamte Impuls-Energietensor K . 


H. Allgcmeine Relativitatsthcorie. 

i. Die spezielle Rélativitatstheorie hat die Forderung aufgestellt, 
•daB aile Naturgesetze Beziehungen darstellen sollen zwischen Slra lar ^' 0 ^ 
Vektoren oder Tensoren einer vierdimensional en euklidischen Mannig- 
faltigkeil; deren liniehelement also immer auf die Form: 

ds 9 = c 9 {dx 4 ) 9 - {dx x ) 9 - {dx 9 ) 9 .- (dx 8 ) 9 

gebrathï werden kann. Die Grundgèsetze der Pbysik bleiben dann 
kovariant gegenüber allen Lorentztr ansfn Tm a tion e n . 

Gehen wir aus von einer nichteuklidischen Mannigfaltigkeit, so 
müssen wir die allgemeine Form 

W ds 9 = g ilt dx*dx * 

zugrunde legen. Die Tensoigleichungen erscheinen dann in pjn er Form, 
■die beliebigen Trans formationen der Koordinaten x* gegenüber kovariant 
bleibt. Es treten jetzt in diesen Gleichungen auch die g^-Komponenten 
•des „metrischen FuridamentaUensors* als Funktionen des Ortes au£ Im 
Gegensatz zur spezie l l e n Théorie betrachtet die allgemeine Relativitats- 
iheorie die Ortsabhangigkeit des Fundamentaltensbrs als wesentliches 
Bestimmungsstück des physikalischen Feldes. Das Linienelement kann 
-dann wohl noch in jédem Piinkte auf die Minhowshisçhe Form gebracht 
werden, nicht aber in endlichen Bereichen. 



AUgemeine Relativitfitstheorie. 
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Die nâchstliegende differentialgeometrische Charakterisierung des 
Linienelements kann durch den verjüngten Riernannschen Krümmungs- 
tensor R i1t (vgl. S. 176) gegeben werden. In einer euklidischen Mannig- 
faltigkeit verschwindet derselbe identisch im ganzen Gebiet. Einstein 
stellt die Théorie auf, daB R n nur an solchen Stellen verschwindet. 
wo keine Materie vorhanden ist, wâhrend es im übrigen durch den 
gesamten Spannungs-Energietensor der Materie bestinunt wird. Der 
Zusammenhang wird geregelt durch die Erhaltungssàtze von Impuls 
und Energie. Die Dynamik lieferte als oberstes Grundgesetz, daû die 
Divergenz des WeUtensors % der Materie (Summe des mechanischen 
und elektromagnetischen Anteiles) versckwindeU 


( 2 ) 


1 dfgT t ‘ 

VT a** 



r r # =o. 


Auch aus dem Krümmungstensor lafit sich ein Tensor bilden, dessen 
Divergenz identisch verschwindet, namlich: 


( 3 ) 

Die Einsteinsche Théorie macht nun den Ansatz: 


(4) = 

wo 9 t eine universelle Konstante ist. Die Diskussion dieser Gleichung 
fülirt zu Konsequenzen, die mit den Gravitationserscheinungen im Ein- 
klang sind, wenn man 


( 5 ) 


X • ~r- — «.87 • 1 or” cm/g 


setzt, wo f die Gravitationskonstante bedeutet Der Impuls-Energiesatz 
ist jetzt eine hotwendige Folge der Feldgleichungen. 

2. Infolge des auBerordentlich kleinen Wertes von x werden die 
praktisch vorkommenden Abweichungen vom Minkowskischen Iimen- 
element selbst bei grofien Massen âuûerst gering. Man kann sich 
daher (wenn nicht geradezu interstellare Raume in Frage kommen) 
auf unendHch schwache Felder bescbrànken, d h. man setzt: 

/ = 1 , wenn » = k\ 

( 6 ) • + \ ô ** = 0, n 


und vemachlâssigt die Potenzen von x. (Als x\ ist jetzt Z = an- 

genomm ^ mm ^ gakomponenteû diücken sich dann in einer besonders 
einfachenFonn aus, insbesondere, wenn man (was immer môglich ist) 
ein Koordinatensystem zugrunde legt, in dem 


( 7 ) 


3y< i 8 yî 

a#* 2 0** 


UedelUDgi Math. HlUtmlttol. a.Aufl. 
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ist Es wird dann: 

( 8 ) 

und die Feldgleichungen geben: 

(9) (r«r/) 

Die allgemeinen Gleichungen sind nichtlinearer Art und kônnen durch 
sukzessive Approximationen integriert werden. 

3- Die Abweicbung der Weltmetrik von der Euklidizitât macht 
sich in den Gravitaiionserscheinungen bemerkbar. Die Bewegung eines 
Massenpunktes in einem Gravitationsfelde ist nach der Etnsteinschen 
Théorie eine kràftefreie Bewegung , d. h. infolge des Trâgheitsgesetzes 
ist die Weldinie eines freien Massenpunktes eine geodâtische Linie : 



Die infolge der Klammerausdrücke auftretenden Zusatzglieder kônnen 
als „Scheinkraft“ gedeutet werden, nach Art der Zentrifugal- und Koriolis- 
kràfte, die ebenfalls dadurch zustande kommen, dafi in einem rotieren- 
den Bezugssystem auch bei der euldidischen Metrik nicht sâmtliche 

| r f | verschwinden. AUe Schemkrâfte haben die charakteristische Eigen- 

schaft, der tràgen Masse proportional zu sein. Infolge der experimentell 
mit grofier Genauigkeit erwiesenen Proportionalitât zwischen graviiieren - 
der und tràger Masse zeigt auch die Newtonsche Gravitationskraft diese 
Eigentiimlichkeit 


Das Einkôrperproblem. 

Die kugelsymmetrische Lôsung der Feldgleichungen für den leeren 
Raum: 

( 1 ) 0 

kaiin hnmer auf folgende Form gebracht werden ( Schwarzschildsches 
IAnienelement) : 

(2) is • + + ) 

1 r 

a ist eine Konstânte und wird als „Gravitationsradius“ der zentralèn 
Masse M bezeichnet: 

( 3 ) ■ . 

Für die Sonné hat a den Wert: l,47*40 s cm. 

Die Gleichung der geodatischen Linien hat in der Ebene ç>==const 
folgende intermédiare Intégrale:. 

(4) r* =,Gopst .ÇFlachènsatz) 


Allgem Pline Relativit&lstheorie. 
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(4 a) (1 — -yj = const (Energiesatz). 

Die Bahnkurve hat die Differentialgleichung : 

(5) £ = V« V- e* VI - 3 «ffo- «e. 

wo 6 ~ 7 (>o gesetzt ist. Die exakte Intégration führt auf ein 

elliptisches Intégral; infolge der Kleinheit von a kann aber das Glied 
ùlq vemachlasSigt werden, und man hat dann: 

eo [l + BCoa(l--^e 0 )i>] 

Das sind die Kepler schen Ellipsenbahmn mit q 0 = - ^ . Infolge 

des Faktors von # tritt aber eine Perihelprâzession auf von dér GrôBe 

nap n = 6”/-^ _ ro Umlauf. Beim Merkur erreicht diese Prâ- 

•' c 9 a(l— «■) r j j * 

zession 43 " im Jahrhundert 

Unter den geodatischen Linien gibt es auch solche von der 
Bogenlange 0. Man nennt sie die geodâtischen Nullinien und erhâlt 
sie z. B., indem man die Konstante des Flachensatzes = oo setzt. 
Die Weltlinien der LichtstraJUm sind geodatische NuUinien- Dire Bahn- 
linien sind in erster Nâherung schwach gekrümmte Hyperbeln mit dem 

Asymptotenwinkel : a 

a) = 2 — , 
r o 

wenn r Q die grôfite Sonnennahe bedeutet. Für einen am Sonnenrand 
vorbeieüenden Iichtstrahl ist w = 1,77" Diese Lichtdblerikung ist 
doppelt so groB, als wenn man nach der Emissionstheorie und der 
Newtonschen Mechanik rechnet 

Die zwischen 2 Lichtsignalen veratreichenden Eigenzeiten sind in 
der Entfemung r und r' voneinander veTschieden, und*zwar iàt ihr 
Verhaltnis: , 



Das gibt zu einem Dopplereffekt Veranlassung von der GrôBe: 

AX a 

~X " ~2r * 

wenn r'—oo gesetzt werden kann. (Rotoerschiébung der SpekfraîMnien.) 
Für einen vom Sonnenrand kommenden Iichtstrahl betragt dér Effekt: 
2 • 10 _a . 

Literatur. 

W, Pauîi jr.: Rdativittttsttieorie (Leipzig: B. G.Téubner), H. Weyï. Raum, 
Zeit, Materie. (Berlin: J. Springer), M. v. Luuô: Relativitatstheorie (Branhsdiweig: 
Vieweg). 
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Vierzehnter Abschnitt. 

Thermodynamik. 

A. Grundbegriffe. 

Die Thermodynamik beschâftigt sich mit System en raumlich 
nebeneinander befindlicher hoinogener Kôrper. 

Eomogen heifit dabei ein Kôrper, wenn seine raumlichen Be* 
standteile gleich sind bezügüch ihrer makroskopischen Besdmmungs- 
stiicke, wie chemische Zusammensetzung, Dichte, Elastizitat usw. 

Die Erfahnmg xeigt, da fi bei gégebener chemischer Zusammen- 
setzung der Zustand jedes homogenen Kôrpers (d. h. die Gesamtheit 
der übrigen genannten Bestimmungsstücke) festgelegt ist durch den 
âufieren (alseidgen) Druck p, unter dem der Kôrper (und daher 
jeder seiner Raumteile) steht und durch seine Dichte d bzw. sein 

i V 

spexifisches Volumen v = -j*= (7= Volumen, M = Masse des Kor- 

pers), p und V heifien Zustandsvariablen. 

Eine Wand (Trennungsfl&che zwischen zwei Kôrpem) heifit toirme- 
undurchîâssig oder adiabatisch, wenn ein von ihr umhüllter homogener 
Kôrper seinen Zustand p, v bei Ânschiufi âufierer Fernkrafte nur dann 
anderti wenn* die Wand bewegt wird. Jede andere Wand heifit dia- 
therman oder wàrmedurchldssig. 

Die Erfahnmg xeigt , dafi ein adiabatisch begrenztes System, 
dessen homogène Einzelsysteme diatherman einander berühren, nur 
dann im Gleichgewicht ist^ d. h. seinen Zustand bewahrt, wenn die 
Zustandsvariablen. p {) ■ v { der Einzelsysteme zusammenhângen durch 
Relationen: 

« y-.'.., 

wo die Form der Funktionen f t nur durch die chemische Zusammen- 
setzung bestimmt ist. Die Funktion F kann dabei willkürlich ange- 
nommen werden. 

Wir kônnen daher auch $ àls Zustandsvaridble benutzen. 0 heifit 
empirisçhe Temperatur (in zunachst wiükürlicher Skala). 



Hanpts&tze. 
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B. Hauptsâtze. 

1. Hauptsatz: Um ein adiabatisch abgeschlossenes, d. h. von adia- 
batischen Wânden umschlossenes System von einem Gleichgewichts- 
zustand (4) zu einem anderen (2) zu bringen, ist immer dieselbe 
Arbeit A erforderlich, unabbângig von der Form des Ubergangs. 

(2) A-U m -U n . 

XJ ist eine Funktion der Zustandsvariabeln und heifit die Energie 
des Systems. Sie ist nur bis auf eine additive Konstante bestimmt 
Für ein nicht adiabatisch abgeschlossenes System gilt die Qeichnng 
im allgemeinen nicht 

(3) Q ^(S) — Un — A 

heiût dann die dem System zugeführte Wârmemenge. 

Quasistatisch heifit eine Zustandsânderung, bei der das System 
si ch immer nur um verschwindende Grôfien vom Gleichgewicht ent- 
femt 

Für solche güt (im Fall rein mechanischer Arbeitsleistung): 
dA=*~pdV, 

mithin 

(4) ‘ dQ = dU + pdV, 

im Falle des adiabatischen Systems also 

(5) dQ — dU p dV = 0 . 

Ebenso gilt für jeden homogenen Bestandteil: 

( ) dQ^dU. + PidVi, 

und es ist 

( ) iU~JS*Vï> *Q-J2*Qr 

■ Sei eine Funktion der Zustandsvaxiablen des Teils i, welche 
als integrierender Nenner die Grôfie dç>< - *u einem vdlstandigen 
Differential macht Dann ist auch <p t als Zustandsvariable henutzbar. 

Ein solcher integrierender Nenner eadstiert sicher, da iQ t nur 
von zwei Variabeln abhângt 

Es ist dann fur èin adiabatisch abgeschlossenes System 


(5') ■rç-JS'djjjf.+fc I^W+(4r+ # ‘w) w '“°‘ 

Diese (Pfaff sdbe) Gleichung mit mehr als zwei unabhangigen 
Variabeln bat einen integrierénden Nenner X (vgl. S. 124) wegen es 
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Haupts&tze. 


2. Haupisatzes (in der Form von Carathêodory ): x ) In beliebiger 
Nâhe jedes Zustands eines adiabatischen abgeschlossenen Systems 
gibt es Naçhbarzustànde, die von ihm aus (etwa durch àufiere Arbeit) 
nicht errëichbar sind. 

(6) d<p = -j- sei also ein totales Differential. 


Dann gilt wegen dq) t = auch 

kdg)=2JX i d<p i , 

also bei cp 1 , q> t , ... und â als Zustandsvariabeln: 

d Jt — n 

d<p,~ l’ dû~ v ' 


<p ist also Funktion der <p { allein: 

9» = 9» » <P % , ••■)» 

wâhrend X aiiûérdem von & abhangen kann: 

X = X(<p 1 , <p a , 

Dann ist auch 


■±(kUo 

-• dû U J 

X = G(Ô)- 


also 

< 7 ) . 

und 

( 7 ') 

wo G(0) eine fur aile Teile und das ganze System identische Funk. 
tion von & ist 

Wegen 

X ^ $ <Pi ° d(pt dtp, d^dtpk^ 0 * 

ist 0 eine Funktion von pfaj, ? # .. .) d. h. X = G(â) &(<p). 


Da auch 


bzw - ^7 -t integrierénde Nenner der Differentiale 


&Qi bz w. dQ sind, wenn X t bzw. X es sind, so ist anch 

"ain A I 


f 8 la 

G(&) = e J L 


dû 




dû 


dû 




'9>t = e • 

ein solcher für dieseiben. Wir nennen 

( 8 ) . T=C(G{&)) 

die thermodynamisàhe Temperatur, wo C ein MaJûstabfaktor ist 

x ) Mathem. Ann. 6i. 355. 1909, vg-1. auch. M. Bont Phys. 2, 22. 218. 1921. 



Zustandsvariabeln. 


247 


Dann ist 

(9 ) dQ t = X i d(p i = ~.0 i d<p it =T dS i9 

S * == ^^i d( Pi 

heifit die Entropie des Teils i. 

(9”) dQ = £$(<p)i v = TiS, 

s = 'è'J*(9 , )‘2?> 

heiût die Gesamtentrofiie des Systems. 

Wegen dQ=£dQ { folgt 

( 10 ) dS=2dS r 

Wegen der Additivitat von dü (7) und dS =2J dS t ( 10 ) 

i i 

kônnen wir auch die Dififerentiale der spexifischen Energie bzw. En- 
tropie einführen du bzw. ds und erhalten: 

(11) du = Tds — pdv. 

Ç. Zustandsvariabeln. 

Als Parameter zur thermodynamischen Charakterisierung des Zu- 
standes eines bomogenen Stoffes kann man also zwei beliebige der 
Grôfien p, v, T, s verwenden, sowie der aus diesen abgeleiteten 
Grofien u, f, \p } %, welche definiert sind durch 

(1) du*=Tds — pdv, ' 

df<= — siT — pdv, 
dyj = — sdT -\-vdp, 
d%= T ds -j- v dp , 

und dur ch eine Legendr «sche Transformation auseinander hérvoigehen, 
indem man setzt: 

(2) f<=u — Ts, 

rp = f pv — u — Ts-\~pv t 
x = u + pv. 

f heiBt spezifische freie Energie, 

\p „ thermodynamisch.es Potential, 

% „ Waxmefunktion. 

Das Gesamtvolumen, Gesamtentropie usw. findet man aus den 
spezifîschen durch Multiplikation mit der Masse U des Kôrpers 
V—Mv, S = Ms usw. . 
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KoefiUienten. 


Die Masse M eines aus N Molekülen vom Molekulargewicht m be- 
stehenden Kôrpers ist 

M = N-m-~ 

wo k= 1,37*1 0" 1 ®» cLh, gleich der Boltzmann schen Konstanten und 
H = 8,3 45-4 O 7 , d.h. gleich der Gaskonstanten ist (vgl. S. 250). 

n = ~ heifit die Anzahl der „Mole“ des Kôrpers 
R 

also ist M = nm. 

Die Kombination mehrerer Kôrper, deren Zustand durch die 
Variablen p, v, T, s definiert ist, heifit ein inhomogenes System. 

Für den Zustand des Systems sind folgende Grôfien von Bedeutung: 

M =2j M t == Masse 

i 

V=2JM i v i *= Volumen 

i 

S =2 &t i s i = Entropie 

ü *=2} M { u { = Energie 

< 

F =2^ifi = freie Energie 

i 

W=2j = thermodyn. Potential 
i 

X <=2! WârmefunktiorL 


D. Koeffizienten. 

Folgende partielle Drfferential-Quotienten haben besondere Be- 
deutung und Namen: 

c v = = (^j spezifische Wârme bei konstantem Volumen, 

c p = = (^j + p spez. Wârme bei konstantem Druck, 

« = f Ausdehnungskoeffizienti 

a = Spannungskoeffizient, 


««=-»„ Elastizitatskoeffizient 

Bezièhungen zwischen diesen sind u. a. = 1, 

s a ■ 

e » - c ’ - r (H) • df)„ - 


KompressionskoeffîzientJ . 


~/3£\ /gp\ 8 

\3p Jt \dT/$ 


T -s- a* 



Ideale Gase. 
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Femer gelten folgende Beziehungeni: 

T TT 

‘(pT)= Sop+^dT, u(pT) = u 0P +jc p dT — dT * 
o o o p 

T T 

!(bt) i =so. +J ÿir, «(#r)-«o.+Jc,ir. 


E. Spezialfâlle. 

1. Ideale Gase. 

Bei den sogenannten idealen Gasen sind zwei Zustânde p„ v t 
und ÿ,, », im thermischen Gleichgewicht, wenn p 1 ‘V 1 = p 9 ‘ v 9 ist. 
Also kann nach (Al) dur ch p- v*= , & eine spezielle Temperaturskak 0 
eingefiihrt werden. Bei den idealen Gasen ist femer u nur von p-v 
abhangig; also u — u (#) . Daher wird 

dq=* du -\~pdv =0 [-ÿ-àîÆ-f- dlnu] = 0*iln (©•«), 

faUs ln 8-Jÿ.» 

gesetzt wird. 

also dq — Xdcp mit X = & = pv, tp <=lg(S'v) 

Nach (B 7') wird dann 


T-=C.G(^) = Cff 




dé 


— C& = Cÿv 

die thennodynamische Temperatur. Sie ist also bei einem idealen 
Gas (bis auf eine MaBstabkons tante) identisdh mit der „Gastemperatur“. 

Für ideale Gase machen wir folgenden durch die Erfahrung ge- 
botenen Ansatz: 

pv = rT, 

u — « 0 + apv = « 0 + ar T, 

Dann wird: 

dq = Tds = du-\-pdv = (a -{■ i)p dv avdpt 


— ardT ■ 


arT 


dv = (« + 1) r dT — ~ dp 


also: s « $ 0 + ar J 

und die „&pczifisehe Wârme" bei konstantem Druck : 


Spezialf&Ue. 
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bei konstantem Volumen: 



und hieraus: 




Aus p‘V = rT folgt: 

— f^j = a = — — = Ausdehnungskoeffizient, 
v 0 \3T/ p v 0 p 

~ = a = ^ = Spannungskoeffizient, 

— v 0 (jjÇ) T — 8 = p = Elastizitatskoef&zient. 


Die Erfahrung (sowie die kinetiscbe Théorie der Gase) ergibt, 
dafî R = tin, w o m das Molekulargewickt des Gases bedeutet, eine 
universelle Konstante ist, die „Gaskonsiante tc 


R 


4,98 


cal 

mol 


8,345-10 


7 erg 
mol * 


Für einatomige Gase ergibt die Gastheorie ... . a = | ; 

fur zweiatomige Gase ergibt die Gastheorie 

für drei- und mehratomige Gase ergibt die Gastheorie a = 3 ; 


Also wird hier 



oder: 


pv 

u 


RT , afi, , 

— i s=s 4 +— 


aRT aÿ-R 

m * v m * « 


aR 
m » 


s = Oonst -f- c v In T -f- hi . 

= Const 4-cinZ' — — ln ÿ 

« == «o + c v T, 

f = (v Q _ T s 0 ) + c v T (4 - ln ( V r p )) , 
V=(#o “ 2 n 5 0 ) + r(c p -c w ln(î;rÿ)), 
z = *o + c p r. 


2. Gemische idealer Gase. 

Für einen Kôrper vom Volumen V, der Temperatur T und dem 
Druck p, der aùs verschiedenen Molekülen m i mit den Molzahlen n { 
besteht, gelten einfache Verhëltnisse nur falls sich die Moleküle nicht 
gegenseitig beeinflüssen, z. B. bei Gemisdién -idealer Gase. 
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Wir führen die Grôfien ein, die fîir jede Molekulart gelten würdea, 
wenn diese allein anwesend wâre, 

■t RTM t RT 

ri =* “ -y = -y- n { (Partiàldruck) 

U * = M i( ü oi + c vi T ) = n i*n i {ü 0( + c* T) 

S f = »< (» f e^ln T + = -f . 

Dann. güt 

iî T* 

P — 2 Pi ~ ~y 2 n i (jD allons ches Gesetz ) 

u = 2V t 

S — S { ( Gibbssches Paradoxon). 

Daraus folgt 

heifit molarz Konzentration. 

Entropiezunahme bei Mischung. 

Zwei ideale Gase mit den Molzahlen n x und n s , beide mit glei- 
chem p und T nebeneinander liegend, haben insgesamt die Entropie 

S = » 1 (c tl m 1 lnr + Kln| + Æ 1 )+» s (c„ > m 1 lnr + Jîln|- + ft,) 

Tritt nach Wegnahme ihrer Scheidewand eine Diffusion ein, 
welche zu den Parti al dru cken 

Pt^c x p, p^ = c ÿ p (c x = c 9 = Konzentrationen) 

führt, so wird die Entropie nach Beendigung der Diffusion: 

S — n x (c 9l m x ln T + R ln^- + fe*) + » 9 (c p , m x ln T -f Æln^- + K) 
Die Entropieânderung betragt also 

1 P a P 
— «jÆIncj — n a £lhc* (poâitiv). 


3. Hohlraumstrahlung. 

Fût einen mit Sirahlung erfitiUen EoUraum vom Volumen V gilt, 
wenn man U=uV setzt und S = sF, wo u die Energie und s die 
Entropie pro Vohmeinhcit bedeutet: 



dU + p.dV 

t: - * 
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Prozesse. 


Da hier nach der Maxwell schen Theôrie u = 3 P wird, so ist 
iS - i (s V) = s iV + V is = 3lÊtp±*I t 


also 

und daher 


ds 


3 dp 
T 


S = 


4 P 
T 1 


T = const • p l . 

u = ypv= aT l V 

[Stephan-BoUxmannsch.es Gesetz). 


(«=7,18 


10 




erg 


cm* grad* 




S = j«r 8 F; F^-juT'V; W=0; 


J* 7 ' 7 ' 


F. Prôzésse. 

Die Ânderung der Zustandsvariabeln eines Systems heifit ein Prozefi. 
Man unterscheidet: 

T — const: isothermer ProzeJB, 

5 = const: adiabatischer Prozefi, 

V *= const : isochorer (isopykner) ProzeJB, 

£ = const: isobarer (isopiestischer) ProzeJB. 

Die physikalische Realisierung dieser Bedingungen kann z. B. 
erfolgen: 

1.7'= const durch den Kontakt mit einem groBen Wârmereservoir, 

2 . s = const durch eine wârmeundur chias sige Umhüllung, 

3. v = const durch eine starre Umhüllung, 

4. p = const durch die Wirkung eines mit Gewicht belasteten Kolbens. 

1 . und 2 . sind daher nicht vereinbar, ebensowenig 3 * und 4. 

Ktcisprozefi heiBt edn ProzeB, der nach beliebiger Anderung der 
Variabeln zum Ausgangszustand zurückführt. Da weder da noch 
dq totale Differentiale sind, wird Aa=*§da sowie Aq=*§dq je 
einen bestimmten von 0 verschiedenen Wert haben. Andererseits 
ist A u = § du = 0 , also Aa = Aq. Durch den KreisprozeB ist Warme 
in Arbeit (oder umgekehrt) „umgewandelt“ worden. 

Wichtig ist folgender mit einem beliebigen System z. B. einem 
idealen Gase durcbgeführter KreisprozeB (Camotprozcfl) zwischen zwei 
Wârmereservoir en R ± . und mit den Temperaturen T ± und T % 
(t, >T,y. 

1 . adiabatische Expansion von Tj zu T,, 

2 . isotherme Kompression bei (Kontakt mit R^), 

3 . adiabatische Kompression von T a zü T t , 

4 . isotherme Expansion bei zum ursprünglichen Volumen. 



Zufltandsgleichung’. 
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■*1 

ist, wird hierbei eine Arbeit AA gewonnen: 

A a ~ a g , + à q, = = . 

wo AQ X bzw. AQ a die den Reservoiren entnommenen Warmemengen 
sind. 


G. Zustandsgleichung. 

Fiir einen homogenen Stoff bestimmen zwei der Variablen pvT 
die dritte. Dieser Zusammenhang wird durcb die Zustandsgleichung 
des Stoffes festgelegt: p = p(y, T); v = v(p,T) usw. 

Kritischer Punkt heifit der Zustand, in dem 


dp 


dv 


\T 


0 


und 


d*p 

00 ® 


= 0 
T 


ist. Die dort geltenden Variablen p 1 T l v 1 beiûen kritischer Druck, 
kritische Temperatur und kritisches Volutnen. 

Führt man aïs neue Variablen die Grôfien 



ein, so heifien diese reduzierte Zustandsdaten. Die reduxierte Zustands- 
gleichung n = ri{v,x) ist fiir die meisten Substanzen nabezu gleicb. (Das 
ist streng nur môglich, wenn die Zus t a n dsgleichung nur drei fiir den 
Stofï charakteristische Konstanten entbâlt) 

Fiir hinreichend hobe Temperaturen nâhert sich die Zustands- 

RT 

gleichung aller Stofife der der idealen Gase pv = — (w = Molekularge- 
wicht, R = Gaskonstante). Nach van der Waals lâfit sich durcb die 

Gloiehung (>+£)(»-»=-¥ 

die Zustandsgleichung aller Stoffe für grôfîere Bereiche angenahert 
darstellen. 

Gilt diese Gleichung streng, so wird: 


8 a m 


also: 


^0=36; ^i B53 276*J T i~~ 2 7 b' R 

a = 3 wv 9 ; 


. v 3 Rx 

& = W== T^7‘ 


Die reduzierte Zustandsgleichung lautet dann: 
Boylepunkt heiût die Temperatur T B , bei der 


d(pv) 


6 nO 


..= 0 ist 
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Vollst&ndiffe Système. 


dv 


Inver sionspunkt heifit die Temperatur T v , bei der T 


-v = 0 


ist Es ist angenahert T y = 2Tb = • Ist T grôfier als T y} so lie- 

fert eine Expansion ohne Arbeitsleistung eine Erwârmung, ist T kieiner 
als T , eine Abkühlung. 


H. Vollstandige Système. 

Ein System heifit vollstândig oder abgescklossen, wenn sein Zu- 
stand unabhàngig ist von den Vorgangen aufierhalb von ihm 1 ). 

Die Abgeschlossenheit eines Systems wird nicht beriihrt durcb 
die Môglichkeit von âufieren EingrifFen, welche keine Verànderungen 
auûerhalb hinterlassen, also speziell keine Energie erfordem, wie z. B. 
Betatigung von Sperrungen, OfiEnen und Schliefien von Ventilen oder 
Kontakten u. dgl. Ohne solche Eingriiïe ware ja jede Beeinflusstmg 
eines abgeschlossenen Systems nnmôglich. 

Ein ProzeB (eines voilstandigen Systems) heifit reversibel, wenn 
er von aufien rtickgangig gemacht werden kann (ohne aufierhalb Ver- 
ànderungen zu hinterlassen), andemfalls irreversibel. 

Bei einem reversiblen ProzeB bleibt S*=]>]M { s i konstant. Bei 

einem irreversiblen wâchst S (2. Hauptsaïz). 

Hat S den Maximal wert, der fîir das System' dur ch Ânderung 
der Vaxiablen der Bestandteile (bei konstanter Gesamtenergie) er- 
reichbar ist, so ist kein irreversibler Prozeû mehr môglich. Da ré- 
versible Prozesse in der Natur nie vollstândig realisierbar sind, ist das 
System dann im Gleichgewicht. ■ 

Die allgemeinste Gleichgewichtsbedingung fur abgeschlossene 
Système lautet also <55 = 0 (S — Maximum). 

Eine wichtige Méthode, in einem abgeschlossenen System einen 
Prozeû reversibel zu führen, besteht daxin, dafi man zwischen zweien 
seiner Bestandteile eine Maschine einschaltet, in der man einen 
Camotschen. Kreisprozefi durchführt. Dann ist 

(1) ^• + ^“i5 1 + ^S 0 = iS = O. 

(Die Maschine kann dabei beliebig klein angenommen werden, so dafi 
sie gegen das übrige System verschwindet Da in ihr definitiv keine 
Verânderung vor sich geht, kann sie auch als aufierhalb des Systems 
betrâchtet werden.) Die hierbei gewonnene Arbeit soll dann in irgend- 
einer Weise etwa durch Kompressionsarbeit oder über einen zweiten 
Camotstrom dem übrigen System wieder zugeführt werden. 

*)' Es sind also für ein solches V (und natürlich auch M) unv erânderlich e 
Grfifien. U ist gleichfalls eine Konatante (1. Havptsats ). 
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Eine einfache Betrachtung zeigt, dafi jede Vorrichtung, die re- 
versibel Wârme in Arbeit umwandélt (oder umgekehrt) dieselbe 
Beziehung zwischen dQ 1} dQ % und dA liefert wie die Camotmaschine. 
Aile derartigen Prozesse, die reversibel verlaufen, sind daher dur ch die 
fiktive Einschaltung einer Camotmaschine der Berechnung zuganglich. 
Wichtige Vorgânge, die zu Irrsversibilitât Anlaû geben sind: 

1. Ausdehnung eines Gases ohne âufiere Arbeit 

. . R Av 
As = — — 

M v 

(fiir kleines Av und idéales Gas). 

2. Diffusion von G as en, Salzen u dgl 

AS 


3 . Wârmeleitung 


4 . Reibungsarbeit 






AS = 


AA 


Ein nicht dbgeschlossenes System kann dur ch Hinzufügen der Um- 
gebung zu einem abgeschlossènen gemacht werden. Werden die 
Zustandsvariablen der Umgebung dur ch einen Inde x bezeichnet, so ist 
bei einem Prozefi dS + dS' ^ 0. Wir nehmen an, daû in der Um- 
gebung keine Vorgânge geschéhen, die zu Irreversibilitât führen. 
7s. o.). Dann ist 

= dQ = — dQ 


dS -^^0 


dS 


dU-dA 


^ 0 , 


dû -T'dS^dA. 


also 

( 2 ) 

an dera geschrieben 

(20 

Spezialfalle: 

4 . dQ' = 0 (adiabatischer Vorgang) 
liefert dU = dA; dS^O. 

2 . J = const (isothermer Vorgang) 

liefert dF = d [U -T$)£ dA (te ie Energie) 1 ). 

i) dF st élit also den Miaimalbetrag der aufeuwendendenbzw. 
betrag der su gewinnenden Arbeit dar, : wenn das System emeu isothennen 
Prozefi durchmacht. Hierauf beruht die Bedeutung von F ^ 

„ UF. ÂTT ~3AA 

A A « A F = A ( U - TS) = A U - T • = à U ^ T. 

ange^at aH. réversible, isoihenné PreseSerbeift ,^U«ch. 
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Spezielle Glaicbgewichte. 


3 . T und p = const 
liefert dA = — pdV 

dW= d(U — TS + ^ 7) ^ 0 (thermodynamisches Potential). 

Gleichgetvichte fur unvollstàndige Système (in Verbindung mit 
-der Umgebung) bestehen, wenn SS ÔS f = 0 ist, also 

fur adiabatisch abgeschlossene Système, wenn ÔS = 0 (maz) 

fur isotherm gehaltene Système, wenn à F = 0 (min) 

fur isotherm und isobare Système, wenn ÔW— 0 (min) 

femer wenn S und 7 konstant bleiben ÔU = 0 (min) 

wenn S und p konstant bleiben ôX = 0 (min) 


J. Spezielle Gleichgewichte. 


Spezialfâlle fiir voltstândige Système (SU = 0; <57=0; dS = 0; 
■ÔM = 0). 

i. Die M { seien konstant , realisierbar dur ch Umhüllung jedes Be- 
standteils mit einer wârmédurchlâssigen, nicht starren Hülle. 

Es folgt 

Tt = T,-T, T t 

h =i>, = 


Hierauf beruht die Môglichkeit, mit Probekôrpem ( Thermometer 
und Manometer ) Temperatur und Druck beliebiger Stoffe zu messen. 

2. Die M i und v { seien konstant; warmedurchlassige starre Um- 
hüllungen. 

Es folgt 




T — T 
■* s — ■* 8 


T, 


3- Die s t und M { seien konstant, realisierbar dur ch Umhüllung 
jedes Bestandteils durch eine wàrmeundurchlàssige, nicht starre Hülle. 
Es folgt 

Pi = h = ■■■ = Pi- 

4 . Die M i seien nicht konstant, sondem nur M. Die einzrinftn 
“Kôrper (Fhasen) kônnen in ihrer Menge sich àndem (V erdampfung usw). 
Es folgt 

T lT T w - r :-T t 
Pi=* P» ==••• = pi 
V’i = V* ==••• = w 

P und T bestimmen sich hier gegenseitîg eindeutig, solange mehrere 
nichtidentische Bestandteile existieren. 

Da 5 ein Maximum sein muû, muû 

<1) . <0. 
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Besteht das System nur aus zwei Bestandteilen 1 und 2 und geht 
man von einem Gleichgewichtszustand zu einem andem über, bei dem 
Ttq. T+dt, p zu p + dp wird, so ist 

&W i — à%p* = 0 = —{s x — s^dt + (v t — «„) dp. 


also 


s, — S B 




Bei einer Umwandlung unter konstantem Druck und Temperatur 
aus einem Gleichgewicht in einen andem (V erdampfung usw.) ist eine 
Wârmezufuhr AQ ~ TAS erforderlich. Wird hierbei die Menge M 
aus dem Zustand s x v t pT in den Zustand s 9 v 2 pT umgewandelt, so ist 


( 3 ) 


^ == r heiBt Utnwandlungswârme. Es folgt 
M 

T (s i — s s ) «= (ü a — v t ) T ( Clausius-Clapeyronscht Gleichung) 1 ). 


K. Phasentheorie. 

Es seien a verschiedene Bestandteüe („Komponenten“) in den 
voneinander unabhàngigen Mengen M { gegeben, die sich zu Ver- 
bindungen’) vereinigen konnen. Von diesen sollen eine Anzahl {$ 
gleichzeitig nebeneinander existieren (Phasen), deren Mengen M 4 seien. 

In der fc-ten Phase sei die Menge des »-ten Stoffes 
enthalten. 


Es ist also it= \£... a 

M t ~2Mh 

Der Gleichgewichtszustand ist abhSngig von den Variablen P und T , 
sowie den Zusammensetzungen der Phasen, etwa dargestellt durch 
M* 

die Gehalte c* = — ^ (a- fi Grôûen), zwischen denen die Relationen 
M 

= 1 {ft Gleichungen) bestehen. Er ist nicht abhangig von dex 
Menge einer Phase. 

Wenn p und T gegeben sind, lautet die Gldchgewichtsbedingung 
<53*= 0. 


i) F alla v l = 0 gesetzt werden kann (Flüssigkeit) 

RT 

and o a o» - — gesetzt werden kann (Dampf) 

PfH 

RT* d\np 
* mdt 

*) Jede Verbindnng bat ihre éigene Zastandsglelcbnng. 
Madalung, Math. Hflftrnlttnl. a.Ànfl. 
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Massenwirkuagsgesetz. 


Setzt man S 7 — ¥*, dann ist W l eine homogène Funktion 

h 

1. Grades der M*, demi bei Vermehrung aller M * einer Phase um 
den gleichen Faktor wachst 2 71 auch um diesen Faktor 1 ). Es istalso 
nach dem Ew&rschen Satz: 


(0 




8 


worrn 


rin nicht von den MÎ, sondem aufier von und T nur von 

8M} r 

den c} abhângt Daraus folgt 

( 2 ) = 0 . 

i * i aM i 

Dazu treten die Nebenbedingungen ÔM i — Ô = 0. 

i 

Daraus folgen die Gleichungen 


(3) — ••• (<*(0 - 1) Gleichungen 1) 

Im ganzen hat man also f$ -\-a(p — l) Gleichungen fiir die 
à- /? + 2 Grôûen c*, ÿ, F. 

Damit eine Lôsung môglich ist, mufi p + «(/? — 1) ^ afi + 2 
sein, d. h. /3 ^ a + 2 ( Phasenregel von Gibbs). 


L. Massenwirkungsgesetz. 

Ein Gemisch idéal er Gasmoleküle, welche ineinander umgewan- 
delt werden kônnen (Beispiel und mit den Molzahlen n { , 

also den (molaren) Konzentrationen 


*i 


JEto 1 


vertreten sind, xnôge bei der Temperatur T und dem Druck p im 
Gleichgewicht sein. 

Bei Variation der n {i aber konstantem p und T tinter Berück- 
sichtigung von «= 1 ist die Gleichge^ichtsbedingung 


<3 5 ^— 0 ,, 2JÔc { = Q, 

2 (<Pi — R ln cj d n { = 0, 
wenn wir unter <p t den Ans druck: 

9V ^ ~ T - X-in| + R 
verstehen, oder anders geschrieben 

x ) Weü keine VerBndenmgen. im tlbrigen System eintreten, da das Gleïch- 
gewicht nicht geftndert wird. 
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Darin hângt die redite Seite nur von j> und T ab. Setzt man also 
Sn i = v i » 2 , wo z irgendein Faktor zur Reduktion der Zablen ôn i auf 
môglichst kleine ganze Zablen v i ist, so wird 

(2) Ci 1 • Cg* • • • = Ül (T, p) (Massenwirkungsgesetz). 

Beispiel. Dissoziation von Jodwasserstoff. 

Drei Molekülarten n x HI, « a i? 9 , « a 

Je zwei Moleküle H I gehen in ein Molekül H a und ein I 9 über, 
also v x ~ — 2, r 9 = 1 , r 8 = 1 

t) ' = K (?.*)■ 

Falls die GesamtzaM der idealen Gasmoleküle unverândert bleibt 
+ v 9 -J- • ■ • = 0), zeigt sich, daû K nur von T abhëngt 


M. Dritter Hauptsatz der Thermodynamik. 

(Nernsisch&s Warmetheorem.) 

Die Zustandsvariabeln p t v, T sind obne weiteres bestimmbar, 
die s, u , % nur bis au f eine additive Kpnstante, die f und y> nur bis 
auf eine lineare Funktion der Temperatur. 

Die Berechnung von Gleichgewichten wird durch die Unbestimmt- 
heit der additiven Konstanten nicht berührt, wohl aber durch den 
nicht bestimmbaren Faktor von T in f und rp. 

Diese Schwierigkeit wird behoben durch den von Nemst aufge- 
stellten Satz (in der Fassung von Planck ): 

Beim absoluten Nullpuhkt T = 0 besitzt die Entropie für aile 
festen und fliissigen Fhasen ein und denselben nicht unendlichen Wert, 
der gleich 0 gesetzt werden kann: Sr=o = 0. 

Dann sind in solchen Stoffen aile Zustandsvariabeln bis auf eine 
Konstante berechenbar. Es wird (unter Fortlassung der Konstanten) 
wegen 

(BS\ C^) 

\3 TJ, "" T . 

T 

J C* AT* 

■ (Intégration bei konstantem Druck). 
o 

Damit Sj»o endlich bleibt xnuû gelten: 

lim C *=> 0 . 
x«o * 

Wegen 

/0£\ _ 

\8TJr T 

C, bedentet hier mc p (Wârtnekaparitat), analog C # = 

' • ■ - ■ ■ 17* 
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wird 

(2) 5- 

T 

Ce dT 

I (Intégration bei konstantem Volumen), 

also 

0 

lim C, =* 0. 
r-o 

Femer wird: 

(3) 

T T 

U^jC'dT bzw. U~=fC p dT 

(4) 

T 

F — U — TS *= Hyï &T, 


Eventuell sind in diesen Formeln noch Umwandlungswarmen zu be- 
rücksichti^en. 


Es folgen weiter nocb folgende Grenzwerte: 


Wegen 



S&~r6», 

und 

60,— 60, 

wird femer 

T T 

' 60,- 

r/iri c ? dT -f(j£), iT 

also 

■&'(&),- °- 

Wegen 

S — GDr 

ist 

^(IDr=- Sr -» 



für aile festen und flüssigen Phasen gleich. Bedeutet demnach 
F x — F a =b A x% die bei der isotbermen Umwandlung der Phase 1 in 
die Phase 2 maximal gewinnbare Arbeit, so ist 


lim 

T=0 


( d AA 

\dT /Fi. F, 


0 . 


Die obigen Formeln gelten àber nur für flüssige bzw. feste Phasen. 
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gut eelte ° die Beriet ”*“- *— 

S = C,Inr-^toÿ + * 

(also nicht =0 für T = 0!) 
femer 

Y = U - T S -f f> V = T ( In p - C p in T - C p - *) 

* *“ ïÿ (C* + *) keiût chemische Kanstante. 

Ist i bekanntj so sind auch für die Gase aile Zustandsvariabeln 
angebbar. 

Die „chemischâ Konstanie 11 des betr. Gases ist vollkommen bes timm t 
und meBbar, wenn ein Weg gefunden wird, das ideale Gas auf 
reversiblem Wege in den festen oder flüssigen Zustand überzuführen. 

Damit sind dann aile Zustandsvariabeln aus thermiscben Daten 
bestimmt und aile Gleichgewichte theoretisch berechenbar. 


Llteratur. 

Pïanch-. Thermodynamik (Leipzig: Veit & Co.), Wabtr-Gans: Repertorinm 
der Pbysik, Bd. 1, 2. Httlfte (Leipzig: B. G. Teubner). 



Anhang. 

Quantentheorie. 

Die Quantentheorie stellt eine Modifikation sowohl der Mechanik 
wie der Elektrodynamik dar. Ihre heutige Formulierung mufl als noch 
provisorisch bezeichnet werden, da sie, trotz groBer Erfolge in spezi- 
ellen Fâllen, noch nicht für aile F aile hingescbrieben werden kann 
und da sie in einem gewissen Widerspruch zur klassischen Physik 
steht, ohne für diese eine Verbesserüng angeben zu kônnen. 

Quant enme chanik. 

Die Grundgesetze der Mechanik bleiben unveràndert. Es sollen 
aber unter allen von der Mechanik als môglich betrachteten Bewegungen 
eines Systems nur eine beschrânkte Anzâhl tatsachlïch vorkommen 
(„Quantenzustânde“). Aufierdem sollen teils unter der Wirkung àuBerer 
Impulse, teils auch spontan, nicht dur ch die Mechanik beherrschte „un- 
mechanische" Vorgànge stattfinden, die das System von einem Quan- 
tenzu stand in einen anderen überführen. Die Übergangszeit mufi als 
verschwindend klein angenommen werden. Die Art des Überganges 
entzieht sich aller Beurteilung. 

Steht das betrachtete System unter der Wirkung von konservativen 
àuBeren Krâften und. werden diese langsam geândert, so andert sicb die 
Bewegungsform glei chfa l ls langsam. Die Adidbatenhypoihese ( Ehrenfest ) 
behauptet, daJB hierbei Quantenzustande als solche erhalten bleiben. 
( Bohrs Prinzip der mechanischen Transformierbarkeit.) „Langfsam** heiBt 
dabei eine Ânderung, falls sie in einer Zeit erfolgt, die so grofi ist, 
dafi das System wëhrend derselben aile môglichen Phasen seiner 
Bewegung durchlaufen hat, oder ihnen wenigstens sehr nahe ge- 
kommen ist 

Das ist einfach angebbar bel einer rein periodischen Bewegung. 
Hier heiBt es, die Ahderung der àuBeren Krafte erfolge in einer Zeit, 
die groB ist gegen die Bewegungsperiode. Ist die Bewegung aber 
nicht periodisch, so durchlauft der Phasenpunkt des Systems ein ge- 
wisses Gebiet des Phasenraumes, und kommt jedem Punkt dieses Ge* 
bietes im Lauf der Zeit beliebig nahe. Hier ist also an Stelle der 
Période die Zeit zu néhmen, in der der Phasenpunkt das garize Ge- 
biet überstrichen hat, <L h. jédém Punkt derselben nahegekommeh ist. 
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Das Prinzip gestattet aus einer ganz im Endlichen liegenden, als 
Quantenbahn bekannten Bahn eine neue durch Variation (oder Ein- 
führung) auûerer Krâfte zu berechnen. Das Prinzip ist jedoch nicht 
mehr anwendbar, wenn wâhrend der Ânderung der àufieren Krâfte 
das vom Pbasenraum bestrichene Gebiet zu einem solchen von weniger 
Dimensionen degeneriert (Entartete Bàhnen) 

Eine Form der rtiathematiscben F ormulietung der Quantenmechanik 
ist folgende; 

Man geht aus von der Hatnitionschen Funktion H (p, q) (S. 1 92) 
und suche eine kanonische Transformation P fc , Q fc (S. 92 fi.) zu erreichen, 
dafi H Funktion der neuen P k allein wird. Dann werden wegen der 
Hatniltonschen Gleichung aile P fc = 0 , d.h. aile P fc <= const Infolge- 
dessen werden die 

• dH 

0» = = const, 

also: 

Da die Q k (falls nicht co h verschwindet) unbeschrânkt wachsen, anderer- 
seits nur Bewegungen im Endlichen betrachtet werden sôllen, mufi Q h 
eine Koordinate vom Charakter einer Winkelkoordinate sein, d.h. das 
System ândert seine Lage nicht, wenn wir Q k um ein Vielfaches einer 
Grôfîe vermehren. Durch eine geeignete Transformation (Normie- 
rung) konnen wir immer = 2 n machen. Dann hêifit Q k Winkel- 
variable; œ h ist eine Frequenz, â t eine Phasenkonstante. Üblich sind 
dann statt P k und Q x für die normierten neuen Impuls- und Lage- 
koordinaten die Bezeichnungen / A und 
Die Quantentheorie fordert jetzt: 

r 

J* 2 n’ 

wo eine ganze Zahl („Quantenzahlen“) und 

» 6 , 54 - 10“ 97 

sein soll. Wâhrend also die klassische Mechanik nur fordert, dafi die 
■ j konstant sind, legt die Quantentheorie diese Konstanten auf diskrete 
Werte fest 

Eine andere Fonnulierung ist folgende: 

Man geht aus von der Hamilion- Jacobischen Differentialgleichung 
und suche durch eine bdiebige Transformation solche Variable, dafi 
die Gleichung durch , Réparation der Variablen* gelôst werden kann, 
d.h. in einer Form: 

S ÙSS ^ • • •» 

wo die zunâchst willkürliche Integralionskonstanten sind und 

<0 a î»- V 



264 


Quantentheorie. 


Führt man diese Intégration über den ganzen Variabilitatsbereich von 
q k aus, so ist: 

Hierdurch sind dann auch die a i festgelegt 

Entartung tritt ein, sobald die a) k kommensurable GrôBen sind, bzw. 
teilweise = 0 werden. Dann sind namlich die J t und w k nicht mehr 
nndéuHg zu bestimmen. Es werden also auch die Quantenbahnen 
nicht mehr eindeutig festgelegt Die Energien bleiben aber trotzdem 
bestimmt Z. B. ist die auf S. 97 behandelte Planetenbewegung ein 
entarteter Fall, weil zwei von den œ gleich Null werden. Nur P t ist 
festgelegt (groBe Âchse). Bestéht aber eine wenn auch kleine Ab- 
weichung vom Couhnibschen Gesetz (Bewegung eines Elektrons um 
einen Atomrumpf), oder beachten wir die relativistische Abhangigkeit 
der Masse von der Ge s chwindigkeit, so ist auch P 9 , also die Exzen- 
trizitat, nicht mehr frei wâhlbar. Besteht schlieBlich noch ein ge- 
richtetes auBeres elektrisches oder magnetisches Feld, so ist auchP s , 
die Neigung der Bahn, auf besümmte Winkel beschrankt ( Richtungs - 
quantehing). 

Quantenelektrodynamik. 

Wàhrend die klassische Elektrodynamik eine kontinuierliche Aus- 
strahlung einer periodisch bewegten Ladung ergibt, gilt nach Bohr : 

1. Elektronen in Quantenbahnen strahlen nicht 

2. Bei Übergang aus einer Quantenbahn in eine andere geringerer 
Energie tritt E mis sion einer monochromatischen Strahlung von der 
Schwingungszahl : 

Vc= h 

auf, wo âE die Energiedifferenz der beiden Quantenzustande bedeutet 
Dieser Vorgang ist umkehrbar (Quantenabsorption). 

Da die Quantenmechanik die Quantenbahnen und deren Energie 
liefert, so werden hiennit auch die môglichen Schwingungszahlen 
der Emission und Absorption festgelegt als Difïerenzen der môglichen 

j (Kombinationspiinzip der Spektroskopie). Die GrôBen ~ heiflen 
„SpektrtiUenn 6 “. 

Für grofle Quantenzahlen geht die Bohrsche Théorie in die klas- 
sische Théorie über, wenn man durch ein AuswaMprinzip gewisse 
Forderungen über die Übergangswahrschcinlichkeiten aufstellt Diese 
werden durch die Korrespondenzhypothese auch auf kleine Quanten- 
zahlen yerallgemeinert 

Beschreibt man die Bewegung eines Elektrons durch eine Fourier - 
darstellung von der Form: 
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H 

y^SB.S* 0 ' 

H 

H 

so setzt man in Korrespondenz: 

die x zu der Differenz A n der Q nnn'tftnTflMwn 
die co zu der Frequenz 2nv. 

Die Grundperiode (« = 1) entspricht einem Übergang mit An = i; 
die nâchste Oberschwingung (x «= 2) entspricht einem Übergang mit 
An*= 2, usw. 

Die Grôfien A H , B„, C M der Foitriontihe sollen dann die Komponenten 
des elektrischen Vektors der ausgesandten Welle liefem, gerade so, 
wie sie es für die klassische Strahlung tun würden. 

Durch diese Forderung ist sowohl die Polarisation der Welle 
festgelegt, wie auch die Intensitat der zu verschiedenen A n gehôrenden 
Strahlungen, d. b. auch die Übergangswahrscheinlichkeiten für die J n. 

Literatur. 

Bom: Vorle8ung-en|über Atommechanik (Berlin: Julius Springer). — Somftur- 
féld : Atombau und Spektrallinien (Brannschweig : Vieweg) u. a. 


Einige physikalische Anwendungen der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

1. Verteilungswahrscheinlichkeit. 

Teilt man das Gesamtvolumen V einer aus N gleichen Molekülen 
bestehenden Menge eines idéal en Gases in eine grofie Zahl von ZeUen 
vom Volumen v if so ist bei Abwesenheit von Ferhkrâften kein Grund 
anzugeben, warum irgend eines der Moleküle leichter in der einen als 
in der anderen Zelle liegen sollte. Man kann somit von der Wàhrschein- 
Uchkeit einer bestmmten Verteüung redan. Es ist die Wahrscheinlich- 
keit für eine solche Verteilung der Moleküle auf jéne Zellen, daû in 
der t-ten Zelle n t Moleküle sind: 

(1) JF N 

WO — 

denn die WahrscheinHchkeit, dafl irgéndein bestimmtes Molekül ge- 
rade in der i-ten Zelle liegft ist y , und der Faktor m rührt her von 
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der Identitat sâmtlîcher Molekiile, die zur Folge hat, dafi der Zustand 
des Gases als unverândert und die Verteilung als dieselbe gilt, wenn 
man irgendein Molekül einer Zelle mit irgendeinem Molekül einer 
anderen Zelle vertàuscht. 

Wâhlt mn.n die Zellen so groB, daB in ihnen immer noch sehr 
viele Molekiile liegen, *<> 1 , so liefert die Anwendung der Stirling- 
schen Formel (vgl.S. 12 ) als wahrscheinlichste Verteilung die Gleich- 

verteilung n { = y N und fur die Abweichungen s { = n i — n i von dieser 
Verteilung das Gesetz: 

- 2 --~ 

(2) W( Sl ,s„...)=W 0 ; '«is.is,... 

Die Konstante W 0 folgt aus 

(3) J* W [s lf s a , . . .) ds 1 dff . . . = i. 

<W-* f 

Die mittlere Schwankung in einer Zelle wird bes timm t durch: 

(4) Vs7"= Vn { (i — Pù 

und für den Fall 

(40 

Die absoluten Dichteschwankungen sind also proportional der Wurzel 
aus der Dichte, die rdativen Schwankungen umgekehrt proportional 
der Wurzel aus der Dichte. 


2. Brownsche Bewegung. 

Teilchen, die in einem Gase oder einer Flüssigkéit suspendiert 
sind, führen infolge der ZusammenstôBe mit den Molekülen Zickzack- 
bewegungen aus, die un so grôBer sind, je kleiner die Teilchen sind. 
Diese unregelmâBigen Bewegungen folgen den Wahrscheinlichkeits- 
gesetzen. Beobachten wir die Zahl n der Teilchen, die in einem Be- 
reiche v des Gesichtsfeldes eines Mikroskopes sichtbar sind in Zeit- 
abstânden r, so müssen die Gesetze gelten, die für die unter A. $. und D. 
(vgL 147 ff.) gemachten Voraussetzungen zutreffen. Für die Wahrschein- 
lichkeit einer Beobachtung von n Paxtikeln gilt die Pôtssonsche Formel 

( 1 ) TS = ÿN. 

Die mittlere Schwankung ist VÎT. 

•Zwei Beobachtungen, die einander folgen, sind durch Nach- 
wirkung Voneinander abhângig. 
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Geschwindigkeltsverteilung eînes idéal en G as es. 

Die durchschnittliche Abweichung zWeier aufeinanderfolgender 
Beobachtungen wird 

( 2 ) (* 4 — **+,) = 

und die mittlere Abweicbung . 

V (* 4 — » f+ J* — V2P.«. 

Die Wahrscheinlichkeit dafür, daft ein Teilchen innerbalb der Zeit t 
in einer gegebenen Richtung einen Weg zuriicklegt, dessen Ende 
zwischen £ und £ + ££ liegt, ergibt sicb aus kinetischen Uberlegun- 
gen zu 

(3) 

D ist der ,,Diffusionskoeffùsien 

D bzw. TP(£) und P hângen eng miteinander zusammen, indem 
P hier die Wahrscheinlichkeit dafür angibt, dafi ein Teilchen bei der 
folgenden Beobachtung nicht wieder in v angetroffen wird. 

Berücksichtigt man, dafi im Durchschmtt der Weg, den ein 
Teilchen in der Zeit t zuriicklegt gleich Null ist da i a keine Ri ch* 
tung vor ihrer entgegengesetzten ausgezeichnet ist daû also die £ auch 
als die Abweichungen vom Mittel angesehen werden kônnen, so er- 
kennt man sofbrt die Ub ereinstim mung mit dem GaufSscben Fshler- 
gesetz. Es ist somit der mittlere Weg in der Zeit t * 

( 4 ) y'W-VTm, 

woraus wiederum die Bedeutung des DifFusionskoeffizienten D ersicht- 
lich wird. 

3. Geschwindigkeitsverteilung eines idealen Gases. 

Der Zustand eines Gases ist erst dann vollstândig bestimmt 
wenn auûer der raumlichen Verteilung auch die Geschwindigheüs- 
verteilung der Molektile gegeben ist 

Das MaxweUsche Geschurindigkeitsvgrteiiungsgesetz für ideale Gase 
lautet: Die Wahrscheinlichkeit dafür, dafi ein Molekül eine Ge- 
schwindigkeit hat, der en Komponenten zu 3 aufeinander senkrechter 
Achsen zwischen £ und £ 4 -i£, 17 nnd C und £ -j- dÇ liegen; 

1 d W{(, 9j,t) = t •- iHnü 

darin ist ’ _ 

? s p + ,* + Cr« 3 £--3,«- : 5t«. 

~F.în Verglexch mit dem Fèhlergeselz zèigt die , yollkommene Überein- 
stimmung für. jéde Komponente, Die Voraüssetzung, dafi die Ge- 
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schwindigkeiten der Moleküle in den verschiedenen Richtungen unab- 
hângig yoneinander sind, begründet die Produktbildung. 

Verallgemeinerung des Maxwellschen Verteilungsgesetzes 
durch Boltzmann. 

Hat man N Moleküle, deren Zustand durch je r Koordinaten 
• • ■ îf* 5 und zugeordnete Impulse p[ k) . . . p^ k) beschrieben ist 
und ist E(qi...p f ) die totale Energie eines Moleküls, 
so herrschte mit überwiegender Wahrscheinlichkeit die Verteilung 

. b (ïi • ■ • P r ) 

(а) f(q l ...p r ) = Ae ** i qi ...dp r . 

T — absolute Temperatur, 
k — BoUzmannscht Kons tante = \$7 • 10 -16 . 

Im Fall punktfôrmiger Molekülmassen m im Schwerfeld ist 
danach speziell 

(3) 

Wird die kinètische Energie dargestellt durch 

( 4 ) ^ = + + 

(also «= Ytrix bei Punktmassen), so wird der Mittelwert 

(s) • 

Die Zahl der Moleküle, deren Energiewurzel VÊ zwischen den Grenzen 
YË und YË-{-dYË liegt^ ist 

( б ) Ae~ïï(YË) BN ~ l d(YÊ). 

Im Mittel wird 

(7) Ê-iNihT, (E-Ë)' = ÎN(tTf 

Schwankungen makroskopischer Grôfien. 

Ist co irgendeine (makroskopische) physikalische Grôfîe, welche 
voin Volumen V und der Temperatur T abhangt, so sind die Schwan- 
kungen Aco = co — co in einem Teilvolumen v des Gesamtvolumens V 
beheirscht durch das Gesetz (H. A. Lorcntz) 
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i . Btispid. a> = q = Dichte = Masse pro Volumeinheit 
v v dpfdo 

Bei einem idealen Gase, mit N Molekülen pro Volumeinheit, 
fi = Nv Molekülen in v, wo p — kNT — — T, wird 

fH 

(8a) 


(AN)* 


N_ 

v 


(A nf —n. 


2 . Beispiel. co = E = Energie pro Volumeinheit 
kompressiblen Substanz (dpjdg — oo) wird 

(8b) (21? = ^. 


In einer in- 


©. 


4. Zeitliche und râumliche Gesamtheiten. 


Fafit man ein bestimmtes Volumelement, die i-te Zelle, des Gases 
ins Auge, und betrachtet man in gewissen Zeitabstànden die Zabi n 
der in jener Zelle befmdlichen Moleküle, so gelten für sie die bei B. 9 
gemachten Voraussetzungen. Es gilt somit für die Dichteschwankung 
des Gases in dieser Zelle das Gesetz: 







ds. 


Die mittlere Schwankung ist V» und die mitflere relative Schwan- 
kung 

\n 

Ein gleiches Résultat für die .Dichteschwankungen eines Gases 
bekommt man, wenn man statt tvne Zelle zu vmchiedmen Zeüen zu 
beobachten, viele gleiche, raumlich getrennte Zeüen zur seiïben Zeit 
beobadhtet Zeitmittel und Raummittel stimmen ebenso wie die zeit- 
lichen und raumlichen Schwankungen um diese Mittelwerte überein. 


5. Statistische Wahrscheînlichkeit. 

Als statistische Wahrscheinlichkeit (im Gegensatz zu der bisher 
behandelten mathematischen) für den „Zustand“ eines Systems be- 
zeichnet man die ganze (meist grofie) Zabi von Komplexionen, die bei 
verschiedener Gruppierung der Elemente des Systems zu demselben 
Zustand führen. 

Es gilt dann die Formel: 

(-g S =*= k- In W + const, (Boltzmann) 

wo S die Entropie des Systems und k die BoUzmanttsche Konstante 
bedeutet. 

Folgende Beispiele sollen diese Méthode, die Entropie zu be- 
rechnen, erlautem: 
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i. Ein idéales Gas, bestehend ans N gleichartigen Atomen der 
Masse m, erfülle ein Volumen V und besitze die Energie XJ. Sein 
Zustand sei gegeben durch die Funktion f, die die Verteilung der 
Atome auf den 6 dimensionalen Phasenraum (x, y , z, v œ , v y) v g ) darstellt, 
so daB im Volumenteil do = dx dy dz‘dv a dv y dv t dieses Raumes die 
Zabi fdo Atome liegen. 

Die Zabi der Komplexionen ist dann 

f \ W r-T— 

( 2 ) mfdo)\ 

also S = k (bi N 1 — J?ln ( fd a)I + const, 

wo die Summe über aile Volmnenelemente des Phasenranmes zu er* 
strecken ist Die Anwendung der StirUngschen Formel liefert, £alls N 
und aile fdo grofie Zahlen sind 

S — const — k J fin fdo. 

Die Funktion f ist natürlich von V und XJ nicht unabhàngig, denn es 
muB gelten: 

(3) ü-ïfv'fic 


und f mufl verscbwinden für diejenigen Werte von x> y, z, die auBer- 
halb von V liegen. 

Soll der Zustand ein Gleichgewichtszustand sein, so muB S ein 
Maximum sein, also ôS = 0 mit den Nebenbedingungen ÔU = 0 
und ôN=J ôfdo*= 0. Dadurch wird f bestimmt zu: 


f— tee mit a = 



3 mN 

W 


Das ergibt für S: 

( 4 ) S = const + k N ln (U â V). 


2 . Dasselbe Résultat folgt aucb durch Betrachtungen im 6 N dimen- 
sionalen Phasenraum (% x , y v z, . . . z#, in dem die 

Lagen und Geschwindigkeiten aller N Atome durch einen Punkt be- 
stimmt sind. 

Wir teilen den Raum ein in gleichgroBe Volumenelemente dco, 
indem wir zunâchst Flachen XJ = const legen, und die gebildeten 
Schalen weiter beliebig unterteilen. Da U gegeben ist^ muB sich unser 
Phasenpunkt in der Scbale zwischen XJ und XJ + d U befinden, wo d XJ 
beliebig klein sein mag. Die Zabi der Komplexionèn wird dann pro- 
portional zu dem Volumen dieser Scbale, so weit aie innerbalb V liegt 

Eine einfache Abschâtzung liefert dies Volumen zu a-V N - XJ^ N ~^ dXJ , 
wo a ein Zahlenfaktor ist 
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8 

Alsowird auch hier wieder 5 = kNIn const (wegenN^- 1). 

3- Eine Anzahl von N gleichartigen Resonatoren enthalte die 
Energie U. Die Verteilung dieser Energie soll irgendwie sein. Wir 
teilen zunachst U in P Betràge der Grôfie e(U => Pe). Dann ist die 

Zahl dér môglichen Verteilungen = also falls P und i ist 

(5) S = k [(N + P) In (iV + P) -NhiN- PlnP) -f const 

Setzen wir ü = ~, & h. ü gleich der mittleren Energie eines Reso- 
nators, so wird 

(5') S = Æ {(< + t) 1“ + 7 ) - T 1“ 7 } + const 

8 S i 

oder mit Benutzung der Formel -jîjIv ~ ~x 


( 6 ) 


U 


8 


8 **-! 


60 daB fur verschwindendes 8 v = kT wird. 

Die Quantentheorie (Planck) setzt e = hv, wo h*=6, 54-1 0" 97 eine 
Konstante, das Wirkungsquantum, und v die Frequenz (Schwingungs- 
zahl) der. Resonatoren bedeutet Dies führt in Übereinstimmung mit 
der Erfahrung (spezif. Wârme tester Kôrper) zu: 

Av 
%> 

* *r— i 


Literatur. 

Fürth: s. S. 151, H. A. Lorenit: s. S. 151, n. a. 




TabeUen. 


Die fôlgenden Tabellen fur r", cos n<p und sin nq> sind u. a. 
nützlich zur Berechnung von *» = (* -f- iy)» = q» (cos ny + i sin ntp). 


r ■ 

f » 

r • 

f * 

r» 

r « 

r’ 

r * 

r® 

fl ° 

0,1 

0,01 

0,0010 

0,0001 

_ 


. 




ESI 

0,04 

0,008 

0,0016 

0,0003 

0,0001 





_ 

" 

ru 

0,09 

0,027 

0,0081 

0,0024 

0,0007 

0,0002 

0,0001 

__ ' 



Bel! 

0,16 

0,064 

0,0256 

0,0102 

moi» 

0,0016 

0,0007 

0,0003 

0,0001 

0,5 

0,25 

0,125 

0,0625 

0,0312 

0,0156 

0,0078 

■OKiMJl 

0,0020 

o.ooio 

0,6 

0,36 

0^16 

0,1296 

0,0778 

0,0467 

0,0280 

0,0168 

0,0101 

0,0060 

0,7 

0,49 

0,343 

0,2401 

0,1681 

0,1176 

0,0824 

0,0576 

0,0404 

0,0282 

0,8 

0,64 

0,512 

0,4096 

0,3277 

0,2621 

0,2097 

0,1678 

0,1342 

0,1074 

0,9 

0,81 

0,729 

0,6561 

0,5905 

0,5314 

0,4783 

0,4305 

0,3874 

0,3487 

1,— 

1,— 

1»— 

1,- 

1.— 

1,~ 

1,- 

1,- 

1,— 

1,- 

M 

1,21 

1,331 

1,4641 

1,6105 

1,7716 

1,9487 

2,1436 

2,3579 

2,5937 

1.2 

1,44 

1,728 

2,0736 

2,4883 


3,5831 

4,2998 

5,1598 

6,1917 

1,3 

1.69 

2,197 

2,8561 

3.7129 

4,8268 

6,2749 

8,1573 

10,6545 

13,7858 

1.4 

1,96 

2,744 

3,8416 

5,3782 

7,5295 

10,5414 

14,7579 

20,6610 

28,9255 

1.5 

2,25 

3,375 


7,5937 

11,3906 

17,0859 

25,6289 

38,4434 

57,6650 

1,6 

2,56 

4,096 

6,5536 

10,4858 


26,8435 

42,9497 

68,7195 

109,9512 

1,7 

2,89 

4,913 

8,3521 

14,1986 


41,0339 

69,7576 

118,5879 

201,5994 

1,8 

3,24 

5,832 

10,4976 

18,8957 


61,2220 

110,1996 

198,3593 

357,0467 

1,9 

3,61 

6,859 

13,0321 

24,7610 

47,0459 

89,3872 

169,8356 

322,6877 

613,1066 

2,— 

4,- 

8.- 

16, — 

32,- 

64,- 

128,— 

256,- 

512,— 

1024,— 


V 

co s <p 

CO S 2 93 

co s 3 <p 

cos 4ç> 

cos 5 9 . 

cos 69? 

COS 7 9? 

co s S 97 

ços9p 

10° 

0,9848 

9397 

8660 

7660 

6428 


3420 


0 

20° 

0,9397 

7660 

IMrftV,! 

1736 

-1736 

-5000 

-7660 

-9397 

- 1 

30° 

0,8660 

iKjVjJ 

0,- 

BTnTl 

-8660 

-ri,— 

-6860 


0 

40° 

0,7660 

1736 

Bv71 

-9397 

-9397 


1736 

7660 

+ 1 

50 « 

0,6428 

-1736 

-8660 

-9397 

-3420 


9848 

7660 

0 

60° 



-l,- 

- 5000 


+ 1.- 

BElïI 

B vrl 

- 1 

70° 

0,3420 

-7660 

-8660 

1736 

9848 


-6428 

-9397 

0 

80 0 

0,1736 

-9397 

IBESS! 

7660 

7660 

mm 

-9397 

1736 

+ 1 

90° 

0,— 

-1,- 

1 

+ 1, — 

0,- 

-1.- 

0,— 

+ 1.— 

0 

100° 

-1736 

-9397 


7660 

-7660 


9397 

1736 

— 1 

110° 

-3420 

-7660 

8660 

1736 

-9848 


6428 

-9397 

0 

120° 


B «yl 

+ 1,— 

-5000 

SEZj 

1 ,- 

OTvTf 

-5000 

+1 

130° 

-6428 

-1736 

866Q 

-9397 

+ 3420 

■EZa 

-9848 

766 0 

0 

140° 

-7660 

1736 

BEE] 

-9397 

+ 9397 


-1736 

7660 

-1 

150° 

-8660 


0,- 

HEE3 

+ 8660 

-î,- 

8660 

— 5000 

0 

l60° 

-9397 

7660 


1736 

+ 1736 


7660 

-9397 

+ 1 

170° 

-9848 

9397 

-8660 

7660 

-6438. 


-3420 

1736 

0 

180° 

-1,- 

+ 1, — 

-1,— 

+ 1, — 

-1,- 

+ t r- 

- 1,- 

+ 1,— 

— 1 


Madelung, Mathem, HittanltW. a. Anfl. .18 
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Tabellen. 


9 

sin 9 

sin 2 tp 

sin 3 <p 

sin 4 9 

sin 5 9 

sin 6 9 

sin 7 9 

sin 8 9 

sin 9 y 

10° 

0,1736 

3420 

5000 

6428 

7660 

8660 

9397 

9848 

[fPj 

20° 

0^420 

6428 

8660 

9848 

9848 

8660 

6428 

3420 

H9 

30® 

0,5000 

8660 

1 ~ 

8660 

5000 

0,— 

— 5000 

-8660 

Bfl 

40° 

0*6428 

9848 

8660 

3420 

-3420 

-8660 

-9848 

-6428 


50° 

0,7660 

9848 

5000 

-3420 

-9397 

—8660 

-1736 

6428 


60® 

0,8660 

8660 

0,— 

-8660 

-8660 

Or- 

8660 

8660 


70® 

0,9397 

6428 

-5000 

-9848 

-1736 

8660 

7660 

-3420 


80® 

0,9848 

3420 

-8660 

-6428 

+ 6428 

8660 

— 3420 

-9848 


90° 

+ 1,— 

0,— 

-1,— 

0,— 

+ 1»— 

a— 

-1.— 

0.— 

ED| 

100° 

9848 

— 3420 

-8660 

6428 

6428 

-8660 

— 3420 

9848 

0 

110® 

9397 

-6428 

-5000 

9848 

-1736 

-8660 

7660 

3420 

— 1 

120° 

8660 

-8660 

0,— 

8660 

-8660 

0,— 

8660 

-8660 

' 0 

130® 

7660 

-9848 

5000 

3420 

-9397 

8660 

-1736 

-6428 

+1 

140® 

6428 

-9848 

8660 

-3420 

-3420 

8660 

— 9848 

6428 

0 

ISO® 

5000 

-8660 

1,— 

— 8660 

5000 

0,— 

-5000 

8660 

— 1 

160®’ 

3420 

-6428 

8660 

-9848 

9848 

-8660 

+ 6428 

— 3420 

0 

170° 

1736 

-3420 

5000 

-6428 

7660 

-8660 

9397 

-9848 

+1 

180° 

0,— 

0,— 

o,— 

0.- 

0 — 

0,— 

0,— 

0.— 

0 


Binomial- Koeffizienten: ^ 

n ist hier immer eine ganze positive ZahL 
m kann beliebige positive oder négative Werte haben. 



« = 

.0 

1 

WÊOÊ 


. 4 ; ' 

5 

6 

m« — 1 

1 

— 1 

+ t ' 

— î 

+ 1 

- 1 

+ 1 

-2 

1 

—2 

3 

— 4 

+ 5 

- 6 

+ 7 

-3 

1 

-3 

6 

— 10 

+ 15 

- 21 

+ 28 

-4 

1 

■■-4 - '■ 

io 

-20 

35 

- 56 

+ 84 

-5 

1 

-5 

■15- 

-35 ; 

70 

-126 

+ 210 
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« = 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

MW 

! 

Il 

s 

i 

7 

a 

M 

8 

xa 

8008 

T1T 

8008 

266 

6 

a 

1 

6 

a 

¥ 

106 

16 

1166 

158 

8008 

266 

8 

a 

1 

8 

1 

16 

8 

-s 

816 

128 

688 

253 

a 

1 

“i 

+1 

“ Â 

_l_ 86 
~ 128 

68 

256 

i 

a 

1 

i 

1 

" § 

i 

16 

6 

Ï15 

7 

256 

2 

a 

1 

8 

a 

-4- 8 

+ 5 

-JL 

16 

4__S_ 

“ 128 

“265 

G 

1 

1 

6 

a 

¥ 

6 

16 

6 

128 

8 

135 

7 

2 

1 

7 

1 

¥ 

M 

16 

86 

128 

7 

266 


B 

B 

l ■ 1 

2 

3 

4 

S 

,w “ “ 5 

'.i 

' 4 

5 

14 

9 

— 140 

81 

456 1 

248 

_ 1458 
| 729 

a 

8 

i 

_2 

8 

6 

1 

_ ifi 

81 

112 

248 

808 

728 

i 

3 

i 

1 

”5 

a 

8 

11 

81 

86 

248 

81 

729 

1 



1 

6 

1 

10 

22 

8 

i 

8 

”1 

51 . 

248 

¥29 

a 

8 

i 

2 

8 

1 

ë 

4 

Sï 

7 

248 


4 

8 

i 

i 

8 

a 

8 

4 

81 

■ ■ 

6 

248 

R 

729 


W = 

0 

i 

2 

3 

4 

S 


1 

B 

82 


8815 

'2048' 

18828 

8182 

8 

4 

1 


' 

' 1 


— 4889 
8182 

-i 

\ 

B 

|Q| 

bi 


668 

Si 6 5 

1 

1 

B 

i 

4 

8 

88. 

7 

128 

“154g 

281 

Blfil 

8 

2 

i 

8 

ï ■■ 

“Â 

5 

Ï55 

"llîi 

BïTlB 

6 

ï 

J 

6 
' 4 

P 

. “ Ï35 

86 

2048 

77 

8182 

M Oft 


18 * 
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TabeUen. 


Dieselben in Dezimalbrüchen geschrieben: 


«=S 

0 1 

l 

2 | 

3 1 

4 | 

5 

m _ 7 

m 2 

S 

a 

8 

a 

a 

l 

1 

1 

1 

- 3,5 

- 2,5 

- 1,5 

- 0,5 

7.875 

4,375 

1.875 

0,375 

- 14,437 

- 6,5625 

- 2,1875 

- 0,3125 

23,461 

9,0234 

2,4609 

0,2734 

35,191 

11,7305 

2,7070 

0,2461 

î 

a 

1 

0,5 

mm 

0,0625 

- 0,0391 

0,0273 

1 

l 

1,5 

■91 

- 0,0625 

0,0234 

- 0,0117 

6 

a 

l 

2,5 

1,875 

0,3125 

- 0,0391 

+ 0,0117 

1 

a 

1 

3,5 

4,375 

2,1875 

0,2734 

- 0,0273 


« as 

0 

1 

2 

3 1 4 

1 5 

-! 

a 

1 

1 

1 

- 1,33 

- 0,66 

- o ,33 

1,556 

0,556 

0,222 




è 

a 

8 

4 

8 

1 

1 

1 

0,33 

0,667 

1,33 

- 0,111 

- 0,111 

0,2222 

0,0617 

0,0494 

- 0,0494 

— 0,0412 

- 0,0288 

0,0206 

0,0302 

0,0192 

- 0,0110 


« = 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

m = - | 

1 

- 1,25 

1,40625 

- 1,5234 

1,6187 

- 1,6996 

8 

4 

1 

- 0,75 

0,65625 

- 0,6016 

0,5640 

- 0,5358 

-i 


- 0,25 

0,15625 

- 0,1172 

0,0952 

- 0,0809 

l 

4 

1 

0,25 

- 0,09375 

0,0547 

- 0,0376 

0,0282 

8 

4 

1 

0,75 

- 0,09375 

0,03906 

- 0,0220 

0,0143 

& 

4 

1 

1,25 

0,15625 

- 0,03906 

0,0171 

- 0,0094 
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Reihen- Koef fizienten. 


n 

1 

« 

1 + |+|+-..^ 

ni 

1-3-5. --(2n-l) 

2-4-6.. .2n 

1 

1,— 

i.— 

1 

1 

2 

2 

0,5— 

1,5— 

2 

3 

8 

3 

0,33333 

1.83333 

6 

15 

48 

4 

0,25— 

2,08333 

24 

105 

384 

5 

0,2— 

2^28333 

120 

945 

3840 

6 

0,16667 

2,45— 

720 

10395 

46080 

7 

0,14286 

2,59286 

5040 

135135 

645120 

8 

0,125— 

' 2,71786 

40320 

2-027025 

10-321920 

9 

0,11111 

2,82897 

362880 

34-459425 

185-794560 

10 

0,1- 

2,92897 

3-628800 

654-729075 

3715-891200 


ni 

w 1-3-5. ..(2n-l) 

1 1,— - 1 

2 0,66667 « | 

3 0,4- = § 

4 0,22857 — ^ 


1.3-5.-(2«-1) 
2-4-6... 2» 

0,5— 

0,375- = | 
0,3125- « ^ 
0.27344 = ^ 


5 

6 

7 

8 

9 

10 


0 , 12698 =»^ 
0,06926 = 
0,03730-^. 
0.01989-^ 
°* 01 °S3=ïiîis 

0.00554 -ïfffo 


0,24609 = ^ 
0,22559 

0,20947 “ "$5tB 
0.19638-^ 

0,18547 “mu 














278 


Tabellen. • 


Energie- 



erg 

g-Gew. cm 

kg-Gew. m 

PS sec 

PS st 

erg 

l 

1,02-10-® 

1,02 -10-® 

1,36- 10~ 10 

3,77-10-“ 

g-Gew. cm . . 

981 

1 

10“* 

1,33-1 0- 7 

3,69 -10- u 

kg-Gew. m . . 

9,81 *10’ 

10* 

1 

1,33 -10-® 

3,69-10-® 

PS sec . . . , 

7,36 -10® 

7,5 -10* 

75 

1 

2,78-10“* 

PS st ... . 

2,65 -10 1 * 

2,7 -10 10 

2,70 -10* 

3,6 -10® 

1 

Wattsec. . . 

10 7 

1,02 -10* 

1,02 -10- 1 

1*36-10-" 

3,7>-10“ 7 

Kilowatts!. 

3,6 - -10“ 

3,67 -10“ 

3,67 -10* 

4,89-10® 

1,35 

Liter Atm. . . 

1,0133-10® 

1,03 -10° 

1,03 -10 1 

1,38 -10- 1 

3,82-10“® 

g cal 

4,188 -10 7 

4,271-10* 

4,27 -10- 1 

5,69-10-® 

1,58-10-® ■ 

Volt-Elektron 

H 

1 

O 

w* 

Os 

w 

1,62 -10- 1 * 

O 

a 

l 

O 

w* 

S 

2,16-10-®® 

6,00-10-®® 

hN 

2,15 -10” 11 

2,19 -10- M 

1,19 -10“ 10 

2,92 -10“® 1 

8,10-10-®* 

Volt-Elektr.-Z 

0,964 -10 1 ® 

0.984-10® 

0,984-10* 

1,31-10® 

3,64-10-® 


Elefctrizitats- 



CGS stat. 

CGS magn. 

Amp./sec 
(n Coulomb) 

CGSstat 

1 

0,33 -10- 10 

0,33 -10-® 

GGS magn. ..... 

3-1Û 10 

1 

10 

Amp. sec (= Coulomb) 

3-10° 

0,1 

1 

Z-» = Gramm&qulv. . 

2,896- 10“ 

9,654-10® 

9,654-10* 

Elektronen 

4,76 -10- 10 

1,56 -10-®° 

1,56 -10- 1 ® 

gr-Ag 

2,71 -10 1 ® 

0,894-10® 

0,894-10® 

cm® H d O (Knallgas) , 

1,76 -10 w 

0,581 

5,81 
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einheiten. 


Wattsec. 

Kilowatts! 

Llter Atm. | 

g cal. 

Volt-Elek* 

tron 

hN 

Volt-Elek- 

tron-Z 

10“’ 

2,78 -10~ 14 

9,86 -10““ 

2,39-10-" 

6,29-1 0 11 

4,65-10“ 

1,01-10““ 

9,81 -10“® 

2,72 -ÎO” 11 

9,67 -10-® 

2,34-10-® 

6,17-10“ 

4,56-10“ 

1,01-10“® 

9,81 

2,72-10-" 

9,67 -10“® 

2,34 

6, 17-10“ 

4,56-10“ 

1,01 -10- 4 

736 

2,05 -îo- 4 

7,26 

1,76-10® 

4,63-1 0® 1 

3,42- 10“ 

7,63 -10- 4 

2,65 -10" 

7,37 -10- 1 

2,61 -10 4 

6,33-10® 

1,67-10“ 

1,23- 10® 4 

2,75 ■ 10 1 

1 

2,78- 10- 7 

9,86 -10-" 

2,39 -10- 1 

6,29 -10 1 ® 

4,65 -10“ 

1,03-10“® 

3,6 -10® 

1 

3,55 -10 4 

8,60-10® 

2,26 -10“* 

1.67-10® 4 

3,73- 10 1 

1,01 -10® 

2,81 • 10-® 

1 

2,42-1 0 1 

6,37-10“ 

4,72-10“ 

1,05-10“® 

4,19 

1,16-10-® 

4,13 -20-* 

1 

2,63-10“ 

!95 -10“ 

4,33-10“® 

1,59 -icr 19 

4,42-10-“ 

1,57 -10-® 1 

3,80-10-®° 

1 

7,41 • 10-® 

1,65-1 0-® 4 

2,15 -10““ 

5,99-10-“ 

2,12 -10-*° 

5,14-10““ 

13,5 . 

1 

2,23-10““ 

0,964-10® 

2,68-10-® 

0,950-10® 

2,31-10 4 

6,06 -10®® 

4,48-10»® 

1 


N = Rydbergkonstante « 3,29 • 10 1 ® t" 1 = 3- 10 10 - 109 737,11, 
h = 6,54- 10 -37 ( Wir kungsq uantum ) . 

Z — 6,06- 10 9B (Moleküle pro Mol). 


mengeneinheiten. 


Gramm&quiv. 

Elektronen 

gr-Ag 

cm® H a 0 

3,45 -10- 1 ® 

2,10-10® 

0,369-10-“ 

0,057-10-® 

1.037-10 -4 

6,41-10“ 

1,118-10“® 

1,74 

1,037-10-® 

6,41-1 0 1 ® 

1,118-10“® 

0,1740 

1 

6.19-10 88 

1,069-10® 

0,165-10® 

1,62 -10-® 4 

1 

1,753-10““ 

0,271-10““ 

9,35 -10-® 

5,69-1 0® 1 

1 

0,154-10® 

6,07 -10-® 

3,69-10“ 

0,649-10“* 

1 


Z en Avogadrosche Konstante *» 6,06* 10®*. 


5079 
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Ausdehnungskoeffizient 248 

Bôrnoullische Zahlen 54 
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